A maximum likelihood becslésrol

Definicid

Parametrikus becsléssel foglalkozunk. Adott egy modell, mellyel elképzelése-
ink szerint jol leirhat6 a meghatdrozni kivant rendszer. (A modell tipusanak
és rendszamanak megvalasztasaval most nem foglalkozunk, adottnak tek-
intjik.) A modellnek vannak szabad paraméterei, melyeket méréssel kiva-
nunk meghatdrozni. A mérési eredményeink zajjal terheltek. Azaz, magukat
a paramétereket nem tudjuk mérni, csak egy valdsziniiségi valtozot, mely
tobb-kevesebb Osszefiiggést mutat a modell paraméterrel. Kérdés, hogy a
mért értékekbol hogyan becsiiljiik meg a modell paramétereit, hogy a leheto
legpontosabb becslést kapjuk. Egyaltalan mit értsiink ”legpontosabbon”?

Az egyik legaltaldnosabb becslési stratégia, amit parametrikus becslésnél
haszndlunk, az in. maximum likelihood eljards. (A magyar szakirodalom-
ban is az angol kifejezést hasznaljak, nincs meghonosodott magyar kifejezés
ra, taldn a legnagyobb valésziniiség elvének fordithanank.) A mdédszert ab-
ban az esetben alkalmazzuk, mikor a modell paraméterek stirtiségfiiggvényei
ismeretlenek (hiszen a modellben szerepld paraméterek is valdsziniiségi valto-
z0k a mérés szempontjabdl), viszont a mérést terhel$ zaj eloszlasa ismert.
Amennyiben egy eloszldsrél semmit sem tudunk, legkézenfekvébb megoldas
egyenletesnek tételezni fOl.

A maximum likelihood becslés tehat a kovetkezdt jelenti: maximalizalni
kell a

P {ezt mértem | a paraméter ennyi és ennyi}

feltételes valdszinliséget. Formalisan a bayes-dontésbol vezethetjiik le. A
bayes dontést az alabbi formula irja le:

P{ym | P} P{p}
P{ym}

(ahol p a paramétervektort, y,, a mért vektort jelenti) ML dontés esetén ez
a képlet leegyszerlisodik:

P{p|ym}=CP{ym|p} (2)

P{p|lym}=

(1)

hiszen a paraméterek egyenletes eloszldsiak, a P {y,,} pedig csak silyozé
tényezoként mikodik.



Az L(ym | p) = P{y = ym | p} fliggvényt likelihood fiiggvénynek nevez-
ziik, és mindig meghatarozhaté kizardlag a mérési zaj eloszlasanak ismereté-
ben. A paramétervektor maximum likelihood becslése (pasr) pedig a likeli-
hood filiggvény p szerinti maximalizdlasaval addédik.

Megjegyzés: A logaritmus fiiggvény monotonitasa miatt a maximalizalas
szempontjabdl ekvivalens a likelihood fliggvény helyett annak logaritmusat
maximalizalni, ami sokszor — szamitastechnikai okobdl — célszerli lehet.

1. Példa

Adjunk becslést N db zajos mérésbol egy vekni silyara. A modelliink a
kovetkezo:

y=g+n (3)
ahol y a mért érték, g a valédi sily, n pedig a mérést terhel6 zaj. Tudjuk,
hogy a mérési zaj Gauss-eloszlasi, az egyes mérések zaja egymastol fliggetlen.
Ezek alapjan a likelihood fiiggvény kiszamolhaté:

N N
Lym | 9)=[IP{wi gt =1 folwil 9) (4)
i=1 =1

ahol f, jeloli a zaj strtiségfiiggvényét. Mivel a zaj normalis eloszlasu, igy a
likelihood fiiggvény:

N

1 (yi — 9)°
2o P <_Zl 202 > ®)

Esetiinkben a likelihood fiiggvény logaritmusat egyszeriibb lesz maximalizalni,
igy felirjuk az un. log-likelihood fiiggvényt:

L(ym | 9) =

1 X
InL=C-— 257 Z((yz —g)? (6)
In izt
ahol C' egy konstans. A vekni stlyanak ML becslése ezek alapjan.
1
gML = 35 ; Yi (7)

Vagyis eredményiil azt kaptuk, hogy a vekni sulyanak ML becslését tgy
kapjuk, hogy a mért értékek szamtani atlagat képezziik.

2. Példa

Legyen z1, ..., 2, egy normalis valdszintiségi valtozé fiiggetlen megfigyelései.
A valbsziniiségi valtozd varhatd értéke legyen u, a szérdsa o. Hatdrozzuk
meg ezen paraméterek ML becslését.



Els6 1épésként a likelihood fliggvényt ell felirnunk.
Lorni | 1:0) = Lo | 1e0) = o (=g 3 e 07) (9
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A log-likelihood fliggvény:
InL=-"1In (2#02) S i(zl —p)? 9)
2 202

Most p és o szerint kiilon-kiilon kell maximalizalni (9)-t, hogy rendre megkapjuk
1 és 0 ML becslését:

1 m
pyML = — Z 2 (10)
i=1
1 m
ot = o > (2 — pur)? (11)
i=1

A véarhatoé érték becslésére a jol ismert mintadtlag adédott. Jegyezziik meg,
hogy a véarhaté értékre torzitatlan (lasd kés6bb), mig a szérdsnégyzetre
torzitott becslését kaptuk a valédi paraméternek.

Az ML becsl6 tulajdonsagai

Az aldbbiakan az ML becsld tulajdonsigait Osszegezziik. Ez azért fontos,
mert ha sikeriil dltaldnos esetre belatni az alabbiakat, akkor egyedi esetek-
ben nem kell végigszamolni a levezetéseket, hanem a vecslé tulajdonsigai
" z5ebbél eléhizhatéak”. Altaldban a levezetések a kovetkezd feltételezések-
kel élnek:

e a mérési zaj mérésrol mérésre fliggetlen, s ugyanolyan eloszldsu (i.i.d);
e és a log-likelihood fiiggvény kétszer differencidlhato;
Egyedi esetekben el6fordulhat, hogy kevésbé szoros feltevések mellett is bi-
zonyithaté némelyik tulajdonsag.
Egyértelmiiség

Bizonyithat6, hogy a ML becslés egyértelmii a fenti feltevések mellett.

Konzisztencia

Az ML becsl6 konzisztens. Vagyis igaz, hogy

Jim P{[pyz —p|>0}=0 V6>0 (12)



Aszimptotikusan torzitatlan

Bizonyithat6, hogy az ML becslé aszimptotikusan torzitatlan. Ez azt jelenti,
hogy ha a mérések szama a végtelenbe nd, akkor a becslés torzitatlan lesz.
(Torzitatlansdgon a kovetkez6t értjiik:

Elpvz] =p

vagyis a becslé varhaté értéke megegyezik a valédi paraméterrel.) Bizonyitas
helyett csak az el6z6 példa kapcsan teszliink megjegyzést: a varhato érték
becslése (10) torzitatlan, hiszen (10) varhato értéke éppen p. Ezzel szemben
a szérasra kapott becsl (11) torzitott, a torzitds mértéke o2 /m. Azaz nagy
(m — o0) esetben a torzités eltiinik: a becsld aszimptotikusan torzitatlan.

Hatasossag

Az ML becsl6 kovarianciamétrixa aszimptotikusan tart a Fischer-informécios
matrix inverzéhez, ami azt jelenti, hogy aszimptotikus értelemben a leheto
legjobb becslo:

C,=F! (13)

ahol F a Fischer informéciés matrix, melynek definicidja:

T

(;plnL) <aaplnL> | p} (14)
A Fischer matrix azt irja le, hogy mennyi a mérésekben jelenlevd informécio-
mennyiség a paraméterekre nézve. A (14) azt fejezi ki, hogy annél kisebb
a becslés bizonytalansiaga, minél tobb informacié van a mérési adatokban.
Ezt az elvet lehet arra felhaszndlni, hogy olyan kisérleteket tervezziink,
melyek sordn a lehetd legtobb informaciét tartalmazé mérési eredmények
sziilethetnek. Bizonyithaté, hogy a Fischer informécids matrix inverzénél
kisebb kovariancia métrixd torzitatlan becslé nem létezik. Ez azt jelenti,
hogy a becsl6 kovariancidjara létezik egy alsé hatar, a mérési adatok fiiggvé-
nyében. Ezt nevezzitkk Cramér-Rao korldtnak. (Létezés természetesen filig-
getlen az ML becsl6t6l.) Az ML becsld aszimptotikus értelemben megkozeliti
ezt a korlatot, ezért nevezziik aszimptotikusan hatdsosnak.

F=E

Aszimptotikusan normalis eloszlasu

A puyr becslo zajos mérési adatok fliggvéye, igy 6nmaga is valdszinliségi
valtozd, amit a strlségfiggvényével irhatunk le. Ha a kisérletek szdma
nagy, akkor az ML becsl6 normalis eloszlasu lesz.



Az invariancia elv

Ha pjr a K-dimenziés p ML becsléje, akkor g(pasr) az L-dimenziés g(p)
ML becsléje, L < K esetén. A gyakorlatban ez egy nagyon fontos tu-
lajdonsag, hiszen példaul az el6z6 példaban a szérasnégyzet becsléjének
kiszamolasabdl nem kovetkeztethetnénk a széras becsléjére, ha ez az elv
nem lenne érvényes.

ésszefoglalés

A maximum likelihood-becsl6 tulajdonsagainak felsoroldsabdl lathatd, hogy
az idedlis becsl6 minden tulajdonsiga érvényes ra, bar csak aszimptotikus
értelemben. Ezért a mérések szamét nagynak kell valasztani, a jé6 mindségi
becslés érdekében. Mindezeknek koszonhetGen a parametrikus mérések vila-
gdban a legelterjedtebb megkozelités a maximum likelihood becslés.



