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Az elektrotechnika rejtelmeibe bevezetd olvasmany masodik részét tartja kezében a kedves
olvaso. Ez a halozatszamitas mésodik része, mely az idében valtozo fesziiltségek és aramok eseteire
targyalja a villamos héalozatok miikddését. Célunk az egyenaramu haldzatok vizsgalata soran
megismert Osszefliggések tovabbgondolasa, altalanositasa, ujraértelmezése. Modszeriink eldszor az
idofiiggvények kozotti matematikai dsszefliggések feltardsa, majd szinuszos valtozasok esetére a
komplex szdmok alkalmazasa. Most fokozottan sziikség lesz matematikai ismeretekre, ezért ajanlott a
kovetkezo6 fejezetekkel kapcsolatos ismereteik felfrissitésére:

folytonos, egyértékii fliggvények,

a differencialas elve és alapszabalyai,

az integralas elve és alapszabalyai,

szamtani és mértani kozépértek,

hatvanyozas ¢és gyokvonds azonosségai,

komplex szamok,

a négy alapmiivelet tulajdonsagai a valds és a komplex szamok korében,
trigonometrikus fiiggvények,

miiveletek sikbeli vektorokkal.

A targyaldasmod bevezet6 jellegii, ami azt jelenti, hogy sok helyen csak a tovabblépés
lehetdségét villantjuk fel, esetleg a tovabbgondolas mikéntjét mutatjuk meg. Az onellendrzést és a
szemlélet elmélyitését szampéldak bemutatasaval és onalléan megoldando feladatok megadéasaval
segitjik.

A tantargy célja a matematikai gondolkodas elmélyitése konkrét elektrotechnikai esetek
vizsgalataval, a kapcsolasi rajzok, diagramok, képletek sajatos miiszaki nyelvezetének elsajatittatasa, a
mértékegységekkel valdo miiveletvégzés gyakoroltatdsa, logikus gondolkodasra 6sztonzés.

Ajanljuk mindezt azoknak, akik ismereteiket az elektrotechnika teriiletén a kdzépiskola
elvégzése utan a felsdoktatdsban, a most atalakuld fdiskolai szintli képzés keretein beliil, nem
szakiranyban kivanjak elmélyiteni.

Koszonetet mondok mindazoknak, akik segitséget nyujtottak. Koszondm abrak készitését,
gépelést, lektoralast, koszonom a véleményeket, észrevételeket, tanadcsokat. Kiilon koszonom
mindenkinek, aki a viszonylag nyugodt munkavégzés feltételeit biztositotta.

Kivanom minden kedves olvasémnak, hogy elérje céljat munkam kézbevételével.
Eszrevételeivel, javaslataival, ha vannak, kérem, keressen meg. J6 munkat, j6 tanulast!

2005. augusztus

a szerzo
torda@sze.hu






16. Valtozo fesziiltség és aram jellemzése, jelolése. Ellenallas
viselkedése valtozo aram esetén

Most, az egyenaramu halozatok vizsgalata utan, térjiink at az idében valtozo aramu halézatok
targyalasara. Célunk, hogy az eddig megismert Osszefiiggéseket altalanositsuk, és az uj feltételek
mellett is alkalmazzuk.

Az idében valtozo fesziiltségek és dramok jeldlésére kisbetiiket hasznalunk. Az idéfiiggvény
jelolését vagy hasznaljuk, vagy gyakran el is hagyjuk:

ut)=u, i(1)=i.

Nagybetiiket tovabbra is hasznalunk, de csak konstansok és kdzépértékek jelolésére.
Egy ellendllasra valtozo fesziiltséget kapcsolva azon iddben valtozé dram fog folyni. Az
ellenallas fesziiltség- és aram-idofiiggvénye kozott a kovetkezd Osszefiiggés teremt kapcsolatot:

i(2)
Ez az 6sszefliggés Ohm torvényének egyenarami haldézatokban megismert képletére
emlékeztet, és két kovetkeztetést lehet ennek alapjan levonni. Egyrészt kimondhatjuk, hogy Ohm
torvénye altalanosithato az idoben valtozo fesziiltség- és aram-idéfliggvények pillanatértékeire is.
Masrészt az egyenlet csak akkor lehet igaz, ha a fesziiltség- €s az aram-idéfiiggvény azonos jellegii
matematikai fliggvénye az idonek. A két fiiggvény ugyan nagysagra, sot mértékegységre is
kiilonbozik, de az id6 fiiggvényében a valtozas irdnya és meredeksége meg kell, hogy egyezzen.

17. Kondenzator és tekercs mibenléte, jellemzése

Az idében valtozo fesziiltség és aram megjelenésével két ) aramkori elem létezését kell
megtapasztalnunk. Az egyik a tekercs, a masik a kondenzétor. A tekercs maga koriil magneses teret
hoz létre. Jellemzdje az 6nindukcids tényezd vagy induktivitds. Az induktivitas jele: L,
mértékegysége: henry, mértékegységének jele: H.

V.
H = TS szokésos mértékegységek: H, mH, uH.
Egy tekercs idében valtozo fesziiltsége és arama kozott egy differencidlegyenlet teremt kapcsolatot:
di(t)
u(t)=L .
() 4

A kondenzator villamos teret hoz létre a belsejében. Jellemzdje a kapacitas vagy toltéstarolo-képesség.
A kapacitas jele: C, mértékegysége: farad, mértékegységének jele: F.
A-s

F=——
V
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A farad nagy mértékegység. A szokasos mértékegységek: uF, nF, pF.
A kevésbé ismert pikofaradra: 1pF =107 F .

Egy kondenzator id6ében valtozo fesziiltsége €s drama kozott is egy differencialegyenlet teremt
kapcsolatot:

i(z):C% .

(Bizonyos esetekben az egyenlet konstansokkal kiegésziilhet.)

= C L

17.1. abra

A kondenzator ¢€s a tekercs rajzjele a 17.1. abran lathatdé. Amig az ellenallas viselkedése jol
kezelhetd, a kondenzator és a tekercs sok nehézséget vetit elére. A differencidlegyenletek
halmozddasa ugyanis hamar igen nehezen megoldhat6 helyzetbe hozhat benniinket. Marpedig
kapcsolasainkban minden egyes kondenzator vagy tekercs — egylittesen ezeket reaktancidknak fogjuk
nevezni - egy-egy ujabb differencidlegyenletet eredményezhet a halozat szamitasaban.

Vizsgaljuk meg most azt a kérdést, hogy miért csak most kell foglalkoznunk a reaktanciakkal!
Miért nem kellett kondenzator vagy tekercs hatasaval szamolni egyenaramu halézatokban? Az
egyenaramu héaldzatban a fesziiltség €s az &ram nem valtozik, alland6, konstans. Ezt kell a két
differencidlegyenletbe beirni, hogy kérdéseinkre valaszt kapjunk.

Kondenzator esetében
du(t) C. dkonst
dt dt

A kondenzator egy olyan passziv egyendramu aramkori elemnek felel meg, amely tetszdleges,
véges egyenfesziiltség hatasara nulla &ramot enged 4t 6nmagan. Ezt a feltételt a végtelen ellenallés, a
szigetelés teljesiti.

i(t)=C- =C-0=04.

Tekercs esetén

di(t) I dkonst
dt dt

A tekercs pedig egy olyan passziv egyendramu aramkori elemnek felel meg, amelyen
semmilyen tetszdleges, véges egyenaram hatdsara nem esik fesziiltség. Ezt a feltételt a nulla ellenallés,
a vezeték teljesiti.

Az egyenaramu halézatokban tehat minden szigetelés egy-egy kondenzator ¢s minden vezeték
egy-egy tekercs rejtett jelenlétét jelentheti. Ezeknek az elemeknek a tényleges jelenléte azonban csak a
fesziiltségek és aramok megvaltozasakor dertl ki.

A valtozo6 dramu halézatok targyalasanak két utjat valaszthatjuk. Elszor az altalanos
idéfiiggvényt esetekre foglalkozunk a legegyszeriibb, egyreaktancids, soros ellenallasos
kapcsolasokkal. A gerjesztd valtozas egyszerii egyenfesziiltség-ugras lesz. Ennek soran
differencialegyenleteket oldunk meg. A megoldas nehézkessége miatt erre kevés figyelmet fogunk
forditani. Masodik részben a periodikus idéfiiggvényti esetekre, ezen beliil is a szinuszos esetekre
korlatozzuk vizsgalatainkat. Itt a komplex vektorok alkalmazasaval jelentds, a gyakorlat szamara is
fontos ismeretekre tesziink szert. Ez utobbi fejezetet a szakirodalom véltakozéarami hal6zatok cimen
targyalja.

=L-0=0V.

u(t)=1L-



18. Be- és kikapcsolasi jelenségek soros RC korben

Soros RC elemek egyenfesziiltségre kapcsolasa

Tekintsiik a 18.1. abran lathat6 kapcsolast!

PR N
=0 ug(t)
Ug1<> uy(t) u(H==C
18.1. 4dbra

Az ellenallas és kondenzator soros kapesolasat a K kapesoloval 7 =0 pillanatban U,
egyenfesziiltségli generatorra kapcsoljuk. Az u, fesziiltségben egy U, nagysagu ugras jon létre. Ez az

a valtozas, amely az ellenallas fesziiltségében, a kondenzator fesziiltségében €s a kor aramaban
valtozasokat okoz! Irjuk fel a huroktérvényt az aramkorre!

U, =Up +U,

Vizsgaljuk azt az ltalanos esetet, amikor a bekapcsolas el6tt a passziv elemeink energia- és
fesziiltségmentesek.

t<0 esetén u, (1)=0, u,(¢)=0, u.(t)=0 .
A kapcsolo zarasaval az u, kapocsfesziiltség felveszi a generatorfesziiltség értékét, tehat:
120 esetén U, =u, () =u,(t)+u.(t) .
Hasznaljuk fel az ellenallasra megismert 6sszefliggést.
u,(t)=R-i(t) ebbsl
U, =R-i{t)+ue(t)

A koz0s aram szerepel a kondenzétor egyenletében is.

i0)=c ) g (1)
dr
du .\t
U, :R.C-#()jtuc(t)

Egy inhomogén differencialegyenletet kaptunk, melyben a kondenzator fesziiltségének
idofiiggvénye az egyetlen ismeretlen. A differencialegyenlet megoldésa fliggvénykeresés. Keressiik a
kondenzator fesziiltségének azon idofliggvényét, amely kielégiti a differencialegyenletet. Az ilyen
tipusu differencialegyenlet megoldéasa az e* exponencialis fliggvény valamely alkalmas
transzformaltja.

A kondenzator (1) differencidlegyenletébdl még egy hasznos kovetkeztetést vonhatunk le. Ha
a kondenzator fesziiltségében ugras van, akkor abban a pillanatban a fesziiltség derivaltja és ezzel az
arama végtelen értéket vesz fel, ami gyakorlatilag lehetetlen. A kondenzator fesziiltsége tehat a
bekapcsolas pillanatdban meg kell, hogy tartsa a bekapcsolds el6tti nulla értékét. Az ezt a feltételt is
teljesitd, a differencialegyenletet kielégitd megoldas:



uc(t)ng-(l—e_’] 0<t<ow

Az id6fliggvényt a 18.2. abran tekinthetjiik meg. A kondenzator fesziiltsége bekapcsolaskor
nullarol indulva aszimptotikusan kozeliti U, ért€két.

u,(t)
Ug
. . . . . t
0 T 51
uR(t)
Ug
0,37 Ug
0 T 51
uc(t)
Ug
0,63 Ug
t
0 T 51
i(t)
Ug/ R
0 T 5t

18.2. bra

Az exponencialis fliggvény kitevdjében a fiiggetlen valtozo, az idd, fizikai mennyiség, tehat
van mértékegysége. A kitevo nevezdjében szerepld konstans szintén idé mértékegységii mennyiség,
igy a teljes kitevd mértékegység nélkiili, és akar egészként, akar tortként a matematika szabalyai
szerint értelmezhetd. Az aramkdr tovabbi idofiiggvényei:

uR(t):U e’ 0<t<o

t

U
i(r)= :?g-ef 0<t<ow




A huroktorvény teljesiil:

t t t t

uR(t)+uc(t)=Ug et +U, -(l—e_;):Ug (e T +1—e_;):Ug 0<t<oo.

Az iddallando

A kitevOben szerepld konstans értékének valtoztatdsa vizszintes nyljtast vagy zsugoritast
eredményez. A neve: idéallando, jele: 7 . Szerkesztéssel a bekapcsolas pillanataban az
1doéfiiggvényhez huzott érintével az €rintési pontja és a végtelenbeli vizszintes érintd metszéspontja
kozotti vizszintes tavolsagként kaphatjuk meg. Algebrai kifejezését a differencidlegyenletben a
derivaltfiiggvény szorzojaként szerepld kifejezésként talaljuk meg. Soros RC kapcsolas idéallandoja:

Ellendrizziik a mértékegységeket:

Figyeljiik meg gondosan a 18.2. dbra négy, azonos léptékben egymas ala rajzolt
1dofiiggvényét! Barmely pillanatban huzott fliggéleges rendezd négy olyan pillanatértéket jelol ki,
melyek kozott a huroktorvény ellendrizhetd.

Az exponencialis fliggvények elméletileg csak a végtelenben érik el vizszintes €rintdjiiket. De
mennyi 1d6 alatt zajlik le a bekapcsolas gyakorlatilag? Ezt ahhoz az iddponthoz kotjiik, amelynél a
gorbék az U, fesziiltségnek az 1%-anal kisebb hibaval megkozelitik a végsé értékiiket. Keressiik a

kovetkezd egyenlet megoldasat: 0,01=e *. A megoldas: ¢ = 4,6 - 7. A miiszaki gyakorlatban a
leegyszerusitett szabaly: 57 1d6 alatt a tranziens folyamat lezajlik, és allandosult allapot jon 1étre.

Allandésult allapot

Soros RC kapcsolasunkban ez az allandosult allapot azt jelenti, hogy az ellenallason
elhanyagolhatdan kis fesziiltség esik, és a kondenzator magara veszi gyakorlatilag a teljes U,

fesziiltséget, ami megfelel az egyenaramu allapotnak.

K R i)
3;0 I
U(t)
Ug)CD u,(t) u()|==C
18.3. abra

Soros RC elemek kikapcsolasa

Ha a felt6ltott kondenzatort a soros ellenéllassal ¢ = 0 pillanatban rovidre zarjuk (18.3. abra),
egy kikapcsolési tranziens folyamat jatszodik le. A feltdltott kondenzator a kikapcsolas pillanataban
az ellenallasra az el6z8vel ellentetes iranyt, U, nagysagu fesziiltségugrast kényszerit ra. A megoldast

most egy homogén differencidlegyenlet adja.
A végeredmények (0 <t <o0):

t

uR(t):—Ug e
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U
i(ty=—-=-e "
O=-——

A huroktorvény szerint:

t

_t _t
uR(t)+uC(t):—Ug e "+U,-e =0
Az 1d6allandd most is:

T=R-C .

Ha az ellenallas és kondenzator soros kapcsolasat ¢ = 0 pillanatban U, egyenfesziiltségli

generatorra kapcsoljuk, majd az allandosult allapot j6 megkdzelitését, legalabb 57 1d6t kivarva ¢
pillanatban kikapcsoljuk, a 18.4. dbra szerinti folyamatok jatszodnak le.

u ()
U,
‘ ) t
0 T 5t
ug(t)
U,
t, ¢
0] T 5t
-U,
uc(t)
U,
) t
0 T St
i(t)
t, t
5t
-Ug/R

18.4. abra



19. Be- és kikapcsolasi jelenségek soros RL korben

Soros RL elemek egyenfesziiltségre kapcsolasa

Tekintsiik a 19.1. dbran lathat6 kapcsolast!

S R,
=0 ug(t)

uD  uwo u(® L

19.1. abra

Most az ellendllés és a tekercs soros kapcsoléasat csatlakoztatjuk a K kapcsoloval ¢ =0
pillanatban U, egyenfesziiltségii generatorra. A kapcsolo zarasa el6tt, 7 <0 esetén, minden elemet

fesziiltség-, aram- illetve energiamentesnek tekintiink, a harom fesziiltség és az d&ram nulla. A
kapcsolo zarasa utan U, egyenfesziiltség jut a kapcsolasra. A hurokegyenlet:

u(6)= 1y (1) +u, (¢)

A kapcsold zarasa utan:
Ug:uR(t)+uL(t) 0<t<w

Felhasznalva az ellenallés fesziiltsége és arama kozotti kapcsolatot:
U, =R-i(t)+u,(t)

A tekercs differencialegyenlete alapjan:

U :R-i(t)+L-d;—(;)

4

Az ellenallas értékével osztva:

Ys _ )4 L. 4il0)
R R dr

Az RC kapcsolaséhoz nagyon hasonlo differencialegyenletet kapunk. A megoldas is hasonlo:

U _L
i(t)z?g-(l—e )| 0<t<ow

A tovabbi id6fiiggvények:

ugl)=R-it)=U, -(=e ")

u,(t)=U, (1-e ") 0<t<oo

uL(t):U e’ 0<t<oo

11
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Az idéfiiggvényeket a RC kapcsolaséhoz hasonldan, egymads alatt a 19.2. dbran szemlélhetjiik.

u,(t)
U,
. , t
0 T 5t
uL(t)
U,
0,37 U,
t
0 T 5t
uR(t)
U,
0,63 U,
. t
0 T 5t
i(t)
U/R
. . t
0 T 5t
19.2. dbra
Az idoallando:
L
T=—
R

A mértékegységekkel ellendrizve:

Az idéfiiggvények megrajzolasanal 7 helye ugyanaz, mint RC kapcsolas esetében.
Tulajdonképpen az ellenéllés és a reaktans elem fesziiltségét cseréltiik fel. Az dram pedig mindig az
ellenallas fesziiltségének idofiiggvényéhez kotodik.

A tekercs differencialegyenletébdl itt kikovetkeztethetd, hogy a tekercsnél annak dramaban nem lehet

ugras. (Megjegyzés: ez a magyarazata annak a gyakorlatban tapasztalt jelenségnek, hogy a nagyobb tekercset tartalmazo
kapcsolasok kikapcsolasakor erds szikrazas tapasztalhato, ami a kapcsolo élettartamat csokkenti.)
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Soros RL elemek kikapcsoldsa

Az el6z0, bekapcsolasi esetet kovetheti a kikapcsolas a 19.3. 4bra szerinti kapcsolasban.

K

R,
Ugl() u(t) w®| 3L

19.3. abra

A kikapcsolas a K kapcsolonak a felsd allasbol az also éallasba elvileg nulla 1d6 alatt torténd
atvaltasaval valdsul meg. A gyors, gyakran elektronikus atvaltas lehetové teszi, hogy az aram
valtozatlan maradjon. A kapocsfesziiltségben a kapcsold atvaltasakor most a generatorfesziiltségbol
nullaba val6 ugras kovetkezik be. A differencidlegyenlet is egyszeriibb:

ue0)= R-i(r)+ £ 40

dt

Az atkapcsolas, t=0 utan:

0=R-i(t)+L-dl—(t) 0<t<ow

dt
0=i(r)+ L. 410 0<t <o
R dt
Ez egy homogén differencidlegyenlet, mely atrendezve igy alakul:
i(t) _L 4i®) ’
R dt

¢s azt a kérdést veti fel szamunkra, hogy (a konstansoktol eltekintve) melyik az a fliiggvény, amelynek
a derivaltja onmaga. Erre a matematikéban a kdzismert megoldas a természetes alapt exponencialis
figgvény.

y=e

A mi esetlinkben a megoldas, a kovetkezo:

t

(1) Y
(t)=——-¢e "
R

A tekercs lassan elveszti aramat, arammentessé valik. Az idofiiggvény kiindulo értékét a
bekapcsolas utani, allanddsult allapotbol “megorokdltiikk”. Ez indokolja, hogy bar a kikapcsolés utan
nem marad U, forrasfesziiltségli generator az dramkdriinkben, annak értéke az dram idéfiiggvényében

mégis szerepel. Az id6allando valtozatlan.

(\]
Il
& |

A fesziiltségek:

t

u(t)=R-i(t)y=U, e *

up,(=U, e’
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t

u, () =—up(t)=-U, e *

t

u (t)=-U,-er

A kikapcsolasi tranziens (atmeneti) folyamat is gyakorlatilag 57 1d0 alatt lezajlottnak
tekinthetd. Utdna az elemek fesziiltség- és drammentesek lesznek. Egy bekapcsolési, majd annak
gyakorlatilag teljes lezajlasa utan, ¢; pillanattol a kikapcsoldsi atmeneti folyamat idoéfiiggvényeit a
19.4. dbran szemlélhetjiik.

u(t)
U,
) t
0 T 5t 0t
u; (1)
Uq
t t
0 T 5z
U,
ug(t)
Ug
. t
0 T 5t
i(t)
U/R
‘ ‘ ‘ . t
0 T 5t
19.4. dbra

Soros RL és RC elemek egyenfesziiltségre kapcsolasa esetén a fesziiltségek és az dram
keresése a differencialegyenlet egyértelmii megoldasaval exponencialis idofiiggvényeket
eredményezett. Osszetettebb kapcsolas vagy gerjeszté idéfliggvény dsszetettebb megoldast
eredményez. Példaul egy ellenallas-tekercs-kondenzator kapcsolds sajat frekvenciaval rendelkezik, és
csillapodo lengéseket eredményezhet. Az altalanos halézat és idéfiiggvény targyalasa elvileg is
nehézkes, bonyolult feladat. Jol kezelhetdvé problémaink akkor valnak, ha vizsgalatainkat periodikus
idofliggvényekre korlatozzuk.
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20. Valtakozoaramu halozatok. Periodikus idofiiggvény matematikai
jellemzése. A periodusidé. Fourier tétele. Szinuszos fesziiltség- illetve
aram-idofiiggvény jellemzése az idotartomanyban. Frekvencia és
korfrekvencia

Periodikus iddfiiggvény matematikai jellemzése

Az altalanos idoéfliggvények két csoportba sorolhatdk, a véletlenszeri vagy sztochasztikus és a
determinisztikus idéfliggvények csoportjdba. A determinisztikus id6fiiggvények lehetnek nem
periodikusak vagy periodikusak. A periodikus id6fliggvény eleget tesz a kdvetkezd egyenletnek:

fO)=ft+T) —0 <t <400

Szavakkal: barmely ¢ id6pontban valasztott fliggvényérték megegyezik a T id6vel késobbi
(vagy korabbi) fliggvényértékkel. Masképp megfogalmazva ez azt is jelenti, hogy ha egy T szélességli
»ablakon” keresztiil vizsgaljuk a fiiggvénylinket, akkor pontosan ugyanazt latjuk, mintha az ablakot 7-
vel egyszer vagy tobbszor, balra vagy jobbra eltoljuk. Egy megtalalt 7" érték mellett annak kétszerese,
haromszorosa, négyszerese stb. is természetesen kielégiti a feltételiil szabott egyenletet. Nekiink a
legkisebb T értékre van sziikségiink.

Definicio: T a fiiggvény peridodusideje, ha nem létezik annal kisebb 0 <7, < T érték, amely a feltételi
egyenletet szintén kielégiti.

(Megjegyzés:Itt fizikai mennyiségeknek az idé [—00,+00] teljes intervalluman értelmezett folytonos, egyértéki

fliggvényeivel foglalkozunk. Vegyiik észre, hogy semmi mas kiko6tést nem tesziink a vizsgalt fiiggvényre, mint azt, hogy 7
periddusidonként ismétlédjon. A periodusidé a periodikus fliggvény egyetlen jellemzdje.)
A periddusido reciproka a frekvencia.

1
T

A frekvencia a masodpercenkénti periodusok szama. A frekvencia mértékegysége a hertz, jele: Hz.

le:l
s

1 Hz a periodikus fiiggvény frekvencidja, ha egy mésodperc alatt egyetlen periodus zajlik le. A
gyakorlatban altalaban lényegesen nagyobb frekvenciaju jelenségekkel talalkozunk. Szokésos
mértékegységek: Hz, kHz, MHz, GHz (GHz: ejtsd ,,gigahertz”).

1GHz =10° Hz

Szinuszos idofiiggveny matematikai jellemzése

A periodikus idofiiggvények egy specidlis esete a szinuszos vagy harmonikus idéfiiggvény:
u(t)=U -sin(w-t + ®)

Ahol ¢ a fiiggetlen valtozo, az id6, u a fliggd valtozo, most éppen a fesziiltség, tovabba

U a csucsérték vagy amplitiado,
@ a korfrekvencia vagy szogsebesség €s
@ a taziseltolas vagy kezd6fazis.

A korfrekvencia az egy masodperc alatti szogelfordulast adja meg radidnban. A szogelfordulas lehet
tényleges €s lehet, mint esetiinkben is, elképzelt.
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2.7
w=2-7-f=—+
f T

rad 1
[w] =" ==~
K s

A korfrekvencia mértékegységében szerepld radian egy puszta viszonyszam. A
mértékegységek kozotti miiveletek sordn elhagyhatd, de a korfrekvencia mértékegységében
szerepeltetni kell. Az amplitado az a sz¢€1so érték, amelyet pozitiv és negativ eldjellel a fliggvény még
éppen felvesz.

T2 T

20.1. abra

Egy altalanos szinuszos fesziiltség-idofiiggvényt lathatunk a 20.1. abran.

Fourier tétele

Tétel: Minden periodikus idofiiggvény felbonthatd szinuszos 0sszetevokre.

Az 6sszetevok:
e cgyenkomponens,
e alapharmonikus,
e felharmonikusok.

Az egyenkomponens segitségével megadhatjuk, hogy a fliggvény az alaphelyzethez, vagy egy
azzal azonos masik fliggvényhez képest fiiggéleges irdnyban mennyire van eltolva. Az
egyenkomponenst itt a koszinuszfliggvény végtelen periddusidejii hataresetének tekinthetjiik.

Az alapharmonikus a periodikus id6fiiggvény peridodusidejével kifejezve

1 e .
f= T frekvencidju szinuszos jel.

Az alapharmonikus a felbontandé periodikus fliggvényhez igazodd kezddféazissal és amplitaddval, a
periodusidonyi szélességli ablakban egyetlen teljes periodust ir le.

A felharmonikusok a periodikus fiiggvénynek olyan, kiilonbdz6 amplitaddju és kezd6fazist
(szinuszos) Osszetevoi, amelyeknek frekvenciaja rendre

f=k~%,ah01 k=2,3,4,5,6...

(Megjegyzés: ,,alharmonikus” nincs! A k=1 értékhez pedig az alapharmonikus tartozik.)



17

A valtakozoaramu halozat linearitasarol

Az egyenaramu halozatok targyalasa soran megtudtuk, hogy linearis hal6zatban alkalmazhaté
a szuperpozici6 elve. A csak ohmos ellenallast tartalmazo valtakozoaramu haldzat természetesen
szintén ugyanugy linedrisnak tekinthetd. De vajon érvényes-e a kondenzatorra, hogy rajta kétszer,
haromszor négyszer nagyobb fesziiltség hatasara kétszer, haromszor, négyszer nagyobb aram folyik?
Ha az
du(t
dt
differencialegyenletbe a fesziiltség-idofiiggvény konstansszorosat irjuk, akkor a differencialés
szabdlyai szerint a konstanst kiemelve az aram-idéfliggvény konstansszorosat kapjuk.
dkonst - u(t du(t
 Gkonst -u(t) = konst - C-J = konst - i(t)
dt dt
Tehat a kondenzator — €s ugyanilyen gondolatmenettel belathato, hogy a tekercs is — linearis
elem. Ebbdl kovetkezik, hogy a csak ohmos ellenallast, kondenzétort és tekercset tartalmazo

valtakozoaramu halozat linedris halozat, tehat alkalmazhat6 és érvényes ra a szuperpozicié tétele.
(Megjegyzés: a halozat linearitasa tetszolegesen valtozo aramu halozat esetén is igaz, de ez most szamunkra kevésbé
fontos.)

C

Fourier tételének és a halozat linearitasanak kovetkezménye

Egy tetszdleges, periodikus id6fliggvényi fesziiltséggenerator felfoghatd Fourier tételét
figyelembe véve, szinuszos fesziiltséggeneratorok soros kapcsolasanak. Egy tetszéleges, periodikus
idéfiiggvényli &ramgenerator pedig hasonldo megfontolasok alapjan felfoghat6 szinuszos
aramgeneratorok parhuzamos kapcsolasanak. Ha a szuperpozicio elvét alkalmazzuk, akkor elegendd
minden szinuszos generatorral kiilon-kiilon foglalkozni.

Ez a gondolatmenet igen nagy elvi jelentéséggel bir. Nemcsak az altalanos periodikus
idéfiiggvényli egyes gyakorlati esetek szamitasat befolyéasolja, hanem meghatarozo jelentdségii a
valtakozdarami halozatok elméletét targyalo fejezet elvi felépitésében is. Végkovetkeztetésként
ugyanis kijelentjiik, hogy elegendd csak szinuszos daramt haldzatokkal foglalkoznunk, mindaddig,
amig R, L ¢s C passziv elemeket haszndlunk. Ez 1ényegesen egyszeriibb matematikai targyalast tesz
majd lehetéveé.

Kovetkezzen tehat a megismert harom elem ¢€s az ezekkel felépitett haldzatok vizsgalata
szinuszos feszliltségli vagy dramu generatorok mellett.
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21. Ellenallas, tekercs és kondenzator viselkedése valtakozoaramu
korben. Frekvenciafiiggés

Ellenallas viselkedése szinuszos fesziiltség hatdasara

Kapcsoljunk egy ellenallasra szinuszos fesziiltséggeneratort (21.1 abra)!

i(t)

o [

21.1. abra

u,(t)

Legyen a generator fesziiltségének idofiiggvénye
u,()=U,-sinw-t .
Az ellenallas arama kiszamithato:

_ug(®) _u, (1)

i) i)
u () U, -sinot U
i(t) = g()= £ =—2.sinw-t .
R R R

A

s

U
Az ellenallas drama —% amplitadoju, a fesziiltségével megegyezd korfrekvenciaju és kezd6fazisu

1dofliggvény lesz. A két idofliggvény kozos koordindtarendszerben a 21.2. dbran szemlélhetd.

u, 1

0 t
72 T 3wf§;Ko
I u(t)

21.2. abra

Tétel: Ellenallason a fesziiltség és az dram fazisban van.

Kondenzator viselkedése szinuszos fesziiltség hatasara.

Kapcsoljunk egy kondenzétorra szinuszos fesziiltséggeneratort.
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(=Y

0

B

u, ()| =—C

21.3. dbra
Legyen a generator fesziiltségének idofliggvénye
u, (1) :Ug -sinw-t .

A kondenzator arama kiszamithato:

i(t)y=C- % altalaban, esetlinkben pedig

dU,-sinart R in -
g SOl oy dsineo-t

iy=cC-
® dt & dt

=U, w-C-cosw-t=U, o -C-sin(®-t+90")

A A

I1=U, w-C

g

A kondenzator drama / amplitadoju, a fesziiltségével azonos korfrekvenciaju, de ahhoz képest
90° -kal, egy negyed periodussal sietd szinuszos id6fiiggvényii.

u, 1

T2 3T/2 t
i(t)
- u(t)

21.4. abra

A kondenzator fesziiltség- és aramidofiiggvénye kozos koordinatarendszerben a 21.4. dbran
szemlélheto.

Tétel: Kondenzatoron az aram 90° -ot siet a fesziiltséghez képest.

Tekercs viselkedése szinuszos aram hatasara

Kapcsoljunk egy tekercsre szinuszos aramgeneratort (21.5. abra).

1,(t)
Tc

~) u(t)

L

21.5. abra



20
Legyen a generator aramanak idéfliggvénye:
i,()=1, -sinw-t

A tekercs fesziiltsége:

u(t)=1L- di(t) altalaban, esetiinkben
dl, -sinw-t . inw- . .
u(t):L-g—:L-Ig-M:Ig-a)-bcosa)-tzlg-a)-L-sin(a)-t+9O°).
dt dt
U=1,-w-L

g

A tekercs fesziiltsége U amplitadoju, a fesziiltségével azonos korfrekvenciji, az aramhoz

képest 90" -kal, azaz egy negyed periddussal sietd, szinuszos 1d6fliggvényii. A tekercs fesziiltség- és
aram-idofiiggvénye a 21.6. abran szemlélhetd.

i(t)

T 3172

u(t)

21.6. dbra

Az el6z6 1dofiiggvény-parokkal vald 6sszehasonlithatosag érdekében az dbrazolast negyed
periddussal korabban kezdjiik, hogy a fesziiltség-id6fiiggvény szinuszos legyen.

Tétel: A tekercs fesziiltsége 90° -ot siet az &raméahoz képest.

Kovetkeztetések: az ellenallasokbol, tekercsekbdl és kondenzatorokbol allo altalanos halozatra is
érvényes ugy, ahogy az elemekre, hogy a haldzatot szinuszos generatorra kapcsolva a halézat minden
fesziiltsége €s arama a generatoréval azonos korfrekvencidju. A fesziiltségeket ¢s aramokat két
jellemzd, amplitidojuk és kezdéfazisuk kiilonbdzteti meg.

A kondenzator és a tekercs esetén a fesziiltség és aram pillanatértékek hanyadosa nem hordoz
informéaciot, mint az ellenallasnal. Egy negyed periddus alatt a hanyados nulla és végtelen kdzott
minden értéket felvesz. A fesziiltség ¢és az aram kozotti kapcsolat az amplitidok hanyadosaban
fogalmazhat6 meg. Kondenzator €s tekercs esetén a két amplitudo kozotti kapesolat frekvenciafiiggo,
azt a korfrekvencia és a kapacitas illetve az induktivitas szorzata teremti meg.
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22. Szinuszos fesziiltség- illetve aram-idofiiggvény komplex leirasa.
Komplex idofiiggvény és komplex amplitudo

A szinuszos idéfiiggvények megadasahoz két adat, az amplitido és a kezd6fazis sziikséges.
Ellentétben az egyenaramu haldzatokkal, ahol elegendd egyetlen adat. A mennyiségenként két adat
sikbeli vektoros megadassal lehetséges. Erre a komplex szdmok matematikai eszkozkészletét
hasznaljuk.

Komplex szamok

Egy K komplex szam két részbdl, a valds vagy redlis €s a képzetes vagy imaginarius részbol
all. A képzetes rész a képzetes egységgel meg van szorozva. A képzetes egység jele az
elektrotechnikaban: ;.

j=4-1

A komplex szamok négy alakjat hasznaljuk.

Algebrai alak: K=a+ j-b ,ahol
a valos vagy realis rész,

b képzetes vagy imaginarius rész.

Trigonometrikus alak: K = K - (cosp + j-sing) , ahol

K abszolut érték, K =+/a’ +b*

¢ kezdodfazis, ¢ = arctgé
a

Exponencialis vagy Euler alak: K=K-e .

Az e’ kifejezés jelentése: egységnyi abszolut értékli, ¢ fazisszogli komplex szam.

e’? =cosp+ j-sing

cosp = ej-(p +€_M)
2
Sin(p B Jo _ e—j-w
2.

Grafikus abrazolds (22.1. abra): egy komplex szamot derékszogli koordinatarendszerben tudunk
megadni. A fazisszoget a valos tengelyt6l 6ramutatd jarasaval ellentétes iranyban mérjiik. Az
egyenaramu halozatokban harom alaptorvényiink volt. Ohm torvényében szorzas vagy osztas,
Kirchhoff térvényeiben 0sszeadas €s kivonas miiveleteket kellett végezniink. A térvények
altalanositasa utdn a komplex szdmok korében is a négy alapmiivelettel kell majd szdmitasainkat
végezniink. Az dsszeadas és a kivonas elvégzésére az algebrai alak a legmegfelel6bb. De fogjuk
komplex vektorok sszegét és kiillonbségét képezni grafikusan is, az ismert nyilfolyam vagy
paralelogramma modszerrel.
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ImK @

ol

jb

¢ ReK

22.1. abra

Miiveletek komplex szamokkal

Legyen két komplex szamunk:

Z:al +j'b1 :Kl e’ >

K,=a,+j-b,=K, e’ .

Osszeadas, kivonas:

K, +K, =(a,+a)+j-(b+b,)
Szorzas:

K,-K,=K, K, &
Osztas:

K _K oo

K, K,
Konjugalt:

AK komplex szdm konjugaltjat kapjuk a képzetes rész eldjelének valtasaval, vagy a
vektornak a valos tengelyre valo tikkrozésével. A konjugalt jele a felso csillag.

Ha K=a+ j - b, akkor a konjugalt

—_—k

K =a-j-b.

Jo tudni, hogy az imaginarius egységgel vald szorzas 90 fokkal valo forgatas pozitiv iranyban. A j-vel
valo osztds megfelel minusz j-vel vald szorzdsnak, azaz forgatas 90 fokkal negativ irdnyban.

Példaul:
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Szinuszos idofiiggvények komplex leirdsa

Tekintstlik a kovetkezo altalanos szinuszos idéfliggvényt:

u(t):U-sin(a)-t+go) .

A komplex idofiiggvény

Képezziink komplex idofiiggvényt az amplitudoé €s a szinusz argumentumaban levo teljes
kifejezés, mint fazisszog felhasznalasaval.

m = - /(@)
A komplex iddfiiggvénybdl visszatérhetiink a valos iddfiiggvényhez a trigonometrikus alakon
keresztiil.

@=U-ej'(“”+") =U-(cos(co~t+qo)+j-sin(a)-t+(p))=U-cos(a)-t+(p)+j-(7~sin(a)-t+(p)

u(t) = Im%

A valos idéfiiggvény a komplex idofiiggvény képzetes része. (A differencialegyenletek a
komplex idéfiiggvényekre is érvényesek.)

A komplex amplitudo

A fesziiltség és aramidofiiggvény komplex leirdsaval célunk olyan targyalasi modot talalni,
amely a szamit4sainkat egyszeriisiti. Ehhez a komplex id6fliggvény még nem megfeleld. Alakitsuk
tovabb kifejezésiinket!

u(t) = 0. o050 Z .00 . giot —[]. gl

<

e

AzU=U-e" kifejezést komplex amplitidonak nevezziik. Ez nem tartalmazza az idéfiiggd
részt — ebbdl szarmazik az amplitadé elnevezés, de a valos amplitido mellett a fazisszoget is
megtalaljuk benne. Ezek miatt a tulajdonsagok miatt a szinuszos idéfliggvényti haldzatok targyaldsa
jelentdsen leegyszertisodik a komplex amplitido alkalmazaséval.

Kirchhoff térvényei érvényesek komplex amplitidokkal is. A csomdponti térvény:

A huroktorvény:
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23. A komplex impedancia fogalma és elemei

Impedancia

Az egyenaramu halozatokban valamely passziv elem fesziiltségének ¢s aramanak hanyadosat,
az aramakadalyozo-képességet ellenallasnak nevezziik. A szinuszos dramu halozatokban 1j fogalmat
vezetiink be. Valamely passziv elem komplex fesziiltség- ¢s aram-amplitidojanak hanyadosat
impedancidnak nevezzik.

.U
I
Z=Z= l{-e"'w‘/' == iMoo
] 1"

Az impedancia abszolut értéke a fesziiltség- és az dram-amplitudé hanyadosa ohmban.
Fazisszoge pedig megadja a fesziiltség és az dram-idéfliggvény egymashoz képesti eltoltsdgat,
faziseltolasat. Az impedancia fazisszoge természetesen nem valtozik, ha az ido-koordinatarendszeriink
kezddpontjat balra vagy jobbra eltoljuk, hiszen ugyan mindkét fazisszog valtozik, de a kiilonbségiik

ugyanakkora marad. (Megjegyzés: a pillanatértékek hanyadosa csak ellendllasok estén hasznalhato. Reaktanciak
esetén teljesen értelmezhetetlen, mert egy negyed periodus alatt a hanyados befutja a teljes 0,00 tartomanyt.)

Ellenallas impedanciaja

Kapcsoljuk az ellenallasunkra a kdvetkez6 szinuszos fesziiltséget!
u(t)= U-sinw-t

A fesziiltség komplex idéfliggvénye:
u(ty=U-e’"

Az ellendllas fesziltségének komplex amplituddja tiszta valos:

U=U

Az ellenallés arama:

o u(®)
)=——
==
T et ) R )
G0 U™ U s _for i
R R R
1= ' az ellenallas dramanak komplex amplitudoja is tiszta valos.

Ebbdl az impedancia:

Z, = - R

>\oll &N
| S| S

Az ellenallas impedancidja tiszta valds, megegyezik az egyenaramu ellenallassal. A fesziiltség
¢és az aram kozott nincs fazistolas, ennek megfelelden az ellendllas impedancidjanak fazisszoge nulla.

Z,=R




Kondenzator impedancidja

Valasszuk a kondenzator fesziiltségének a kovetkezd idofliggvényt.
u(t)= U-sinw-t

A fesziiltség komplex idéfliggvénye:
u(ty=U-e’"

A fesziiltség komplex amplituddja ismét tiszta valds:

U=U
Az &ram 1d6fliggvénye:
. du(t)
i(t)y=C-——=
() "
N A 5 Lot . jrart R ' R .
= _c dU-eT) g4 i e =]
dt dt dt

Ebbdl az daram komplex amplitidoja:
[=j-wCU.

A kondenzator impedancidja:

~_0__ U0 v v g g ]
T ecU joC jwoC ] jfocC —oc eoc’
A kondenzator impedancidja negativ, tiszta képzetes.
— 1
A
c Ja)-C

Tekercs impedancidja

Vialasszuk a tekercs aramanak a kovetkez6 idéfliggvényt.
i(1) =] -sinw-t

A fesziiltség komplex idéfliggvénye:
@ =[-e/

A fesziiltség komplex amplitidoja ismét tiszta valds:

~ A

=1
Az fesziiltség id6fliggvénye:
di(t)
u(t)y=L-—=
(0 ”
—_— Ty i Jjro-t . Jrort ) A — A
wy =1 YO AL AL =T e
dt dt dt

Ebbdl a fesziiltség komplex amplitudoja:
U=joLI.

A tekercs impedancidja:

25
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iw-L-1

Z, = F

’N)ll Q)l

A tekercs impedancidja pozitiv, tiszta képzetes.

Z, =j-w-L

A tekercs ¢és a kondenzator impedancidja abszolut értékének, az igynevezett latszolagos ellenallasnak
a jelolésére hasznaljuk:

1

X, =0-L =——|.
w-C

X

A harom passziv elem koziil az ellenallas frekvenciatol fliggetlen impedancidju. A tekercs és a
kondenzator latszolagos ellenallasa frekvenciafiiggd. A tekercs latszolagos ellenallasa a frekvenciaval
egyenesen aranyos, egyenaramon nulla és a frekvencia ndvekedésével tart a végtelenhez. A
kondenzator latszolagos ellenallasa a frekvenciaval forditottan aranyos. Egyenaramon végtelen és a
frekvencia novekedésével tart a nulldhoz. A passziv elemek latszolagos ellenallasanak

frekvenciafiiggését a 23.1. dbra mutatja. (Megjegyzés: a tekercs és a kondenzitor impedanciajanak fazisszoge 90°
illetve -90°, frekvenciatol fliggetleniil!!)

1z

L 1/(-C) oL

0 1 1 1 1

23.1. abra

A frekvenciafiiggés az idoéfiiggvények mellett a masik fontos vizsgalati, szemléleti mod

"o

melynek elsésorban jelfeldolgozasi, hirkdzlési berendezések, eszkozok mindsitésénél van nagy
szerepe.

Sorosan kapcsolt elemek eredé impedancidja
Az egyenaramu halozatoknal megismert levezetés alapjan altalanosithatunk.

Tétel: Sorosan kapcsolt passziv elemek ereddje az egyes elemek impedanciajanak osszege.

Z.=37,

Parhuzamosan kapcsolt elemek ered6 impedancidja
Szintén az egyenaramu esethez hasonlo a megoldas.

Tétel: Parhuzamosan kapcsolt passziv elemek ereddje az egyes elemek impedancidja reciprokabol
képzett 6sszeg reciproka.
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— 1
ZEPZZT

j=l
Z.

J

Az impedancia-vektorokat abrazolhatjuk komplex vektorként. Az erre szolgalo
koordinatarendszerben megadunk egy hosszisag-ellenallas egyenértéket, amely nemcsak a tengelyek
mentén, hanem ferde irdnyban is megszabja az egy-egy vektornak vagy szakaszhossznak megfelel
ellenallast. Ebben a koordinatarendszerben mas mértékegységli mennyiség abrazolasa értelmetlen! A
megismert harom passziv elem impedancia-vektorat dbrazolja példaképpen a 23.2. 4bra.

@

ImZ
A
jorL
> ReZ
R
-i/(o-C)
23.2. abra

24. Soros RC kapcsolas analizise

Kapcsoljunk sorosan egy ellenallast és egy kondenzatort szinuszos fesziiltséggeneratorra (24.1. abra)!

1(t) R
- —
—_
Ug(t)
u, ()| u()|=cC
24.1. abra
A generatort a két soros elem eredé impedancidja terheli.
S By
w-C

Az impedancia-elemek 0sszegzését grafikusan is elvégezhetjiik a 24.2. 4bra szerint. Az
ellenallas és a kondenzator impedancia-vektoraval parhuzamost rajzolva a két vektort téglalappa
egészitjiik ki. A két vektor dsszege a téglalap atlojaban huizott ferde eredd vektor.

ImZ

-_]/((,OC) %

24.2. abra
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Az eredd abszolut értéke Pythagorasz tétellel szamithato. A képzetes egység az abszolut
értéket nem befolyasolja, a képletben nem szabad szerepeltetni. Az impedancia abszolut értékét a
feliilvonas elhagyasaval is jelolhetjiik.

2
1
=Zpe =4|R* +| —
o= B =)

Az impedancia fazisszoge

1

@ =arctg a;% C_ —arctg

ZRC

w-R-C

A fazisszog 0 és -90° kozotti érték (a kapcesolas ,,kapacitiv”).

Valasszunk a generator fesziiltségének tiszta szinuszos fesziiltséget:
u,()=U, -sinw-t .

A komplex idofiiggvény:

_7T7 it
u,(=U,-e"" .

A komplex amplitado:

A A

U,=U

g g "

Az ered6 impedancia a generator fesziiltsége €s az aram kozott teremt kapcsolatot

U,
ZRC: = .

I

Ebbdl kifejezhetd az &ram komplex amplitudoja:

jode Yo
ZRC ZRC
Az aram komplex amplitidoja ismeretében a részfesziiltségek komplex amplitiidoi is szdmithatok.
O,=1Z,=1R
A N
c c J o C

Ebbdl a valés amplitadok:

jo Y
2 9
R* + lj
w-C
U,=1R,
O.-i—1 _jx
C G)C C

Fesziiltség-aram vektordabra

A kiszamitott fesziiltségeket €s az aramot vektorosan az impedancia-vektorabratol fliggetleniil,
egy Ujabb, tigynevezett fesziiltség-aram vektorabraban abrazolhatjuk (24.3. abra). Ez a vektorabra a
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masiktol kissé eltér. Nem rajzolunk tengelyeket és az egymashoz képest elforgatott, de egyébként
egybevago abrak ugyanazon vektoregyiittes kiilonb6zo pillanatbeli allapotat tiikkrozik. A komplex
idéfliggvényt egy dramutato jaradsaval ellentétes irdnyu nyillal és az ,,»” felirattal érzékeltetjiik.

0 .

N R

—]

24.3. abra

A fesziiltség-aram vektorabra az impedancia-vektorabraval lehet egybevago, de mindenképpen
hasonlé. Ezt erdsiti meg a vektorabrakon a ,,¢” fazisszog szerepeltetése. Az aram ¢és az ellenallas-
fesziiltség vektora egy egyenesbe esik, szorosan egymas mell¢ kell rajzolni.

Az idofliggvények a vektorabrabol felirhatok. Az dram id6fliggvényébdl célszerti kiindulni, amely ¢

fazisszoggel siet a generatorfesziiltséghez képest.
i(t)= I sin(@-t+ @)

Az ellenallas fesziiltsége az arammal fazisban van.
u, (1) =UR -sin(@-t + @)

A kondenzator fesziiltsége 90°-ot késik az &ramhoz képest.
up(t)=U, -sin(@-1 + @ —90°)

Az idofliggvényeket a jo 6sszehasonlithatosag érdekében k6zos koordinatarendszerben
abrazoljuk. A vizszintes tengelyen felmért értékeket idoben adjuk meg (a fazisszogeket a
korfrekvenciaval osztani kellene) (24.4. abra).

24.4. abra
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25. Soros RL kapcsolas analizise

Kapcsoljunk sorosan egy ellenallast és egy tekercset szinuszos fesziiltséggeneratorra (25.1. dbra)!

i, R
w0

L

G

4

u, ()| u,(t)

25.1. abra

A generatort a két soros elem eredé impedancidja terheli.

Zy=Zp+Z,=R+j-0-L

A két impedanciaelem Osszegzése a vektordbraban szemléletesen kovethetd (25.2. dbra). Az ellenallas
¢s a tekercs impedancia-vektorat téglalappa egészitjiik ki. A két vektor dsszege a téglalap atlojaban
huzott ferde vektor.

ImZ @

NI

joL

¢ ReZ
R

25.2. abra

Az ered0 abszolut értéke Pythagorasz tétellel szamithato.

Zo|l=Zy =R +(0-L)

Az impedancia fazisszoge
@ = arct, oL
g R
A fazisszog 0 és +90° kozotti érték (a kapesolés ,,induktiv”).
Legyen a kapcsolast taplald generator fesziiltsége ismét tiszta szinuszos fesziiltség.
u,()=U, sinw-t

A generatorfesziiltség komplex idéfliggvénye:

_7T7 it
u,()=U,-e"" .

A komplex amplitado:

Ug :Ug

Az ered6 impedancia:

R

_ g
ZRL -

M|
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Ebbdl az daram komplex amplitidoja:

Ug Ug

ZRL ZRL

~ol

Az aram komplex amplitidoja ismeretében a részfesziiltségek komplex amplitidoi szamithatok.

Z,=1-R

Il
~o|

Uy

A

U, =12=1jolL
Ebbdl a valés amplitadok:

A

fo Y
R’ +(w-LY

Uy=1-R

U =I-wL=IX,

Az eredményt a fesziiltség-aram vektorabran vizsgalhatjuk (25.3.a 4bra).

v

25.3. abra

A vektorabrat olyan helyzetben vettiik fel, hogy a generatorfesziiltség idofiiggvényét kissé
modositottuk.

ug(t):Ug -sin(@ -t + @)

Vizsgaljuk meg most azt, hogyan szarmaztathatok a vektorabrabodl az idofiiggvények. A
fesziiltség-aram vektorabra elemei komplex amplitidok. A komplex idéfliggvényre utalunk a
korbeforgés jelzésével és hozza az w korfrekvencia megadasaval. A vektorabra a t=0 pillanatban
mutatja a vektoraink helyzetét. Egy mas, #; id6pontban a vektorok @-¢, szoggel elforditott helyzetben

vannak. A valods 1défliggvény gy képezhetd, hogy a komplex idéfiiggvény képzetes részét vessziik.
u(r) = Imu(r)

Ez a mi abrazolasunk mellett megfelel a fliggdleges vetiiletnek. Az id6fiiggvényeket tehat gy
szarmaztathatjuk, hogy elészor vektoraink végpontjait a fliggdleges tengelyre vetitjiik. Utana
tetszéleges iddpontnak megfelelden a vektorabrat elforgatjuk, és a vektorok végpontjait az 0j
idépontnak megfeleld fiiggbleges rendezdre vetitjiik. A vetitést érzékeltetjiik a vektorabra mellé, balra
rajzolt, stilizalt szem-mel. Az eredményt a 25.3.b dbra szemlélteti. Az dbran ellendrizhetd, hogy
minden pillanatértékre érvényesiil Kirchhoff huroktdrvénye.

Uy () = up () +u, (1)
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26. Soros RLC kapcsolas, rezgokor. Rezonancia,
rezonanciafrakvencia. Josagi tényezo. Fesziiltség-aram vektorabrak
kiillonb6zo6 frekvenciakon. Az elemek fesziiltségeinek és aramanak
frekvenciafiiggése. Az impedancia frekvenciafiiggése. Parhuzamos
rezgokor

Soros LC kapcsolas

Kapcsoljunk sorosan egy tekercset és egy kondenzétort (26.1. dbra)!

(¢ C
u(t)  w()
u,(t)
26.1. abra

Tegylik fel, hogy elemeinken egy kiilsé halozat szinuszos aramot hajt keresztiil.

i(?) =] -sinw-t
A kondenzator és a tekercs latszolagos ellenallasa:

1

Xo=——",
< wC

X, =w-L.

Az aram az elemeken szinuszosan valtakozo fesziiltségeket hoz Iétre, melyek korfrekvencidja az
araméval azonos. A fesziiltségek amplitidoi szamithatok.

- - ~ 1
U.=1-X,=1——,
C C - C

U,=1-X,=1-0L.

A képletekben a kapacités és az induktivitas a két passziv elem felépitésébol szarmazo
jellemzd. Ezért a két fesziiltség aranyat kizarolag a kozos dram korfrekvencidjaval tudjuk
befolyasolni.

Ahhoz, hogy a két elem kozos eredd fesziiltségét meghatarozzuk, vizsgalnunk kell a
részfesziiltségek idofliiggvényét. A korabbi ismeretek alapjan tudjuk, hogy a kondenzéatoron a

fesziiltség késik, és a tekercsen a fesziiltség siet barmilyen szinuszos aram esetén, éspedig pontosan
90°-ot. Ez elegend6 az id6fliggvények felirasahoz.

uc(t)=l7c ~sin(w-t—90°)=—Uc -cosm-t

uL(t):(}L -sin(a)-t+90°):UL “cosw-t

Abréazolva a harom id6éfiiggvényt a két fesziiltség kozott egy sajatos kapesolatot lathatunk (26.2. abra).
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U Uc

u (t)

B uc(t)

26.2. bra

A két fesziiltség pillanatértékei mindig ellentétes eldjeliiek, egymasbdl kivonodnak. Kirchhoff
huroktorvénye szerint

u (1) =u, (t)+uc(t)

Az ered¢ fesziiltség amplituddja a két amplitado kiilonbsége.

U,=0,-U,

e

Az eredo fesziiltség koszinuszos, ha a kiilonbség pozitiv, és minusz koszinuszos, ha negativ.
Ebben a sajatos esetben sikeriilt csupan az idofiiggvények vizsgalataval feladatunkat megoldani.
Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk a komplex szamitasmod alkalmazasaval is.

A két soros elem eredd impedanciaja a részimpedancidk dsszege.

> 5. 1 . 1
Zy=Z+Z.=j-0-L+(—j——)=j(0-L-——F)
w-C w-C

Az aram nulla kezd6fazisu, tiszta szinuszos.

I=1
A részfesziiltségek komplex amplitadoi:
= 1 I I
v.=1-(-j —)=—j-——= e
¢ =7 w-C V== w-C wC

Iy

UL=i-j~a)-L=j.f.a).L:]A_w,L,eﬁO"

Az ered¢ fesziiltség komplex amplitadoja:

A

1 . 1 -
Z,o=jl-(0L-—=)=1-(w-L———)-&"
c=J ( a)-C) ( a)~C)

~o|

U, =

Az idofiiggvények amplitudoi és kezdotazisai a komplex amplitudokbdl kiolvasva el6zd
eredményeinkkel megegyeznek.

Rezonancia

Az eredd fesziiltség komplex amplitidojanak zarojeles kifejezése két latszolagos ellenallas
kiilonbségét tartalmazza. A korfrekvencia novekedésével a tekercsé monoton né, a kondenzatoré
monoton csokken. Létezik egy olyan specialis eset, amikor a két latszolagos ellenallas egyenld, a
kiilonbségiik nulla. Az igy el6allo helyzet a rezonancia. Ekkor az idedlis tekercs és kondenzator soros
kapcsolésa rovidzarként viselkedik. Az az érték amelynél a két elem latszolagos ellenéllasa
megegyezik, a rezonancia-korfrekvencia, jele: m,, értéke a kovetkezOképpen szamithato:
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Ez az tgynevezett Thomson képlet. Rezonancian az a sajatos helyzet all el6, hogy mikdzben a
tekercsen is és a kondenzatoron is jol mérhetd szinuszos fesziiltség esik, a két elem eredd fesziiltsége
nulla. Ez azzal is magyarazhat6, hogy a 26.2. abran a kondenzator és a tekercs fesziiltségének
amplitiddja azonos, pillanatértékeik minden idépontban kivonodva egymasbol nullat adnak

eredményiil. (Megjegyzés: A rendszer energia-felvétel nélkiil sajtrezgést végez. Hasonl6 torténik, mint a
mechanikaban egy rugoéra fliggesztett tomeg csillapitatlan rezgése esetén.)

Soros RLC kapcsolas

Az el6z0, idedlis soros rezgdkorhoz képest a gyakorlatban — elsdsorban a tekercsek veszteségei miatt
— egy soros ellenallassal kiegészitett modell a megfeleld (26.3. abra).

(¢ C
N I S
uc(t) uL(t) uR(t)
u, (1)
u(t)
26.3. abra

Ennek vizsgalatat mar csak komplex szamitdsmoddal végezziik el. A kapcsolas eredd impedancidja:
7 .7 .7 1 1
Zype =Zp+Z +Zo=R+j-0-L+(—j-——)=R+j-(0-L-——7)

Tételezziik fel, hogy tovabbra is nulla kezddfazisu, szinuszos aram folyik az elemeken.

i(t):f-sinco-t

A

I=1

Az egyes elemek fesziiltségének komplex amplitudoi:

U,=1-R=1-R

UL:;]C')L:J"IAC!)L=IA0)Lej9OO

< = 1 f f .
u.=1-(-j —)=—j.— = e
¢ =7 a)-C) / w-C ow-C

Az eredo fesziiltség komplex amplitadoja:

A

= 1 A .
e =1 Zyc =I‘[R+j'(a)'L_R)]:I'ZRLC -e’”, ahol

(SN



Rezonancia tovabbra is az

1
Ilyenkor
U, -U.=0
0, =0,
u,.()=0

korfrekvencia mellett all eld.

Rezonancidn impedancia-minimum van, melynek értéke

Zpicmin = Zrc(@) =R .

Ezért rezonancidn alakul ki a legnagyobb aram, feltéve, hogy nem ideélis dramgenerator
taplalja a rezgokort. A soros rezgdkornek a rezonancia kornyékén mutatott viselkedését
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frekvenciaszelektiv tulajdonsagnak nevezziik. Ugyanis kevert, sok, kiilonboz6 frekvencidji szinuszos

fesziiltségbdl allo taplalas hatasara a rezonanciafrekvenciaval megegyez6, vagy ahhoz kozeli

frekvencidji komponensekre kiugréan nagy drammal véalaszol. (Megjegyzés: sokfrekvenciés, kevert jel fordul

el példaul radidtechnikai vevokésziilékek — radio, TV, mobiltelefon stb. — bemenetén, és sokcsatornas, ugynevezett
frekvenciamultiplex kabeles rendszerekben.) A frekvenciaszelektiv tulajdonsaggal kapcsolatban szokéas a

soros rezgOkor josagat definialni.

Josagi tényezo

A josagi tényez0 jele: Qq. A rezonancia-kofrekvencian mutatott latszolagos ellenallasok hdnyadosaval

szamithato.

A soros rezgdkor jo, ha O, >>1 .

A
6,
N N
U.=U,
— >
N
1
N
U,
\J
\(P//

26.4. abra
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Vektorabra

Rajzoljuk meg a soros rezgdkor fesziiltség-aram vektorabrajat (26.4. abra)
rezonanciafrekvencian, o = @, és O, ~ 4 mellett.

U, +U,. =0, mert a két vektor azonos hossziisagli és pontosan ellentétes iranyu. Ezért a

generatorfesziiltség teljes egészében az ellenalléasra jut.

0,-0. .
Az aramot csak az — altaldban kis érték(i — ellenallas korlatozza.
i Y Y
R’ R
ov
md
~/
Qo'Ug Qo'Ug /Uf7
“ ~ A —
C L R
U™
26.5. abra
Frekvenciafiiggés

A soros rezgdkor latszolagos ellenélldsa a rezonanciafrekvencidn kis érték (R), attdl tdvolodva
mind a csokkend, mind a novekvo frekvenciak felé tart a végtelenhez:

Z e :\/Rz +(a)-L—L)2
w-C

Létrehozhatunk R L és C elemek parhuzamos kapcsolasaval is rezgdkort. Ennek neve parhuzamos
rezgOkor. Rezonanciafrekvencidja a soroséval megegyez0d, de frekvenciafiiggése forditott. Ennek
latszolagos ellenéllasa a rezonanciafrekvencian nagy érték (R), attdl tdvolodva mind a cs6kkend, mind
andvekvo frekvencidk felé tart a nullahoz.
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27. Teljesitmény-idofiiggvény és atlagteljesitmény ellenallason. A
hatasos teljesitmény

Valtakozoaramu teljesitmény

Az egyenaramu haldzatokhoz hasonldan, foglalkozzunk most is, a benniinket érdekld
kapcsolasok fesziiltség- és aramallapotainak vizsgalata utan, a teljesitményviszonyokkal. Az
egyenaramu haldzatoknal ez egyszerli feladat volt, mert ott konstans értékeket kaptunk eredményiil.
Viltoz6 aram és fesziiltség esetén a szorzatuk, a teljesitmény is természetesen idoben valtozo érték.

() =u(t)-i(t)]

El6z6 vizsgalatainkbdl azt is tudjuk, hogy a szinuszos fesziiltség €s az dram idofiiggvény
egymashoz képest eltérd helyzetli aszerint, hogy milyen dramkori elemen jon 1étre. A
teljesitményviszonyokat is célszert kiilon vizsgalni ellenallasra, reaktanciakra és altalanos
impedancidkra vonatkozdan. Az id6fliggvény jellegét tekintve csak a periodikus id6fliggvény esetén
érdemes részletes vizsgalatot végezni. A nemperiodikus idéfiiggvény vagy véges iddtartamu €s véges
energiaju, tranziens, vagy idoében nem korlatozott, és igy 0sszességében végtelen energiju.

Valtakozoaramu teljesitmény ellenallason

Kapcsoljunk egy ellenéllast szinuszos fesziiltségre.
u(t)=(7‘sina)-t

Az ellenallas arama:

A

w(t) U-sinw-t U . A
= =—-.sinw-t=1-smmw-t
R R R

i(1) =

Az ellenallas teljesitménye:
p()=u(?) - i(t)=U -sin(w-t)- I -sin(w-t)=U -1 - (sinw- 1)
A szinusznégyzet-fliggvényt ismert trigonometriai atalakitassal tovabb irhatjuk:

>
—_—

A A
@1 /2

27.1. abra



38

Ezt a teljesitmény-idofiiggvényt abrazolja a 27.1. dbra. Az idéfliggvény a vizszintes tengelyt
feliilrdl érinti, minden pillanatértéke nemnegativ, vagyis nulla vagy pozitiv érték. Kétszeres

frekvencidju, az U -1 - 5 amplitadoértékkel folfelé eltolt, a jelen abrazolasban minusz koszinuszos

fiiggvény. A valtozo teljesitményértéket barmelyik pillanatban leolvashatjuk. Ennél azonban sokkal
nagyobb jelentdsége van annak, hogy milyen kdzepes, atlagos teljesitményre szamithatunk hosszabb
1d6 utan.

A villamos energiaellatas hazankban 50 Hz frekvenciaju szinuszos fesziiltséggel valdsul meg.

f =50Hz
= i = ! =20ms
f  50Hz

A perioddusido rovid az emberi cselekvésekhez képest, ezért a mindennapi €letben a
teljesitmény-idéfiiggvény helyett valamely elem teljesitményallapotat az egy periddusra vett
atlagértékkel jellemezziik. Ezt a felirt fliggvénynek egy periodusra vett integraljaval szamitjuk.
(Tekintettel arra, hogy a teljesitmény-iddfiiggvény dupla frekvencidjh, a fél periddusra végzett
integralas is ugyanazt az eredményt adna.) Az atlagteljesitmény jelolésére vezessiik be: P.

Az integralas eredménye, az atlagteljesitmény a fesziiltség- és az aramamplitudo szorzatdnak a
fele, ahogyan az idoéfliggvények abrajabol is sejthetd. A vonalkézott teriiletek leforgatva éppen
kiegészitik téglalappa a gorbe alatti feliiletet. A kettes osztot pedig megoszthatjuk a két amplitudo
kozott.

71 U
p UL U L

2 2 2

Effektiv érték

Az igy kapott két értéket effektiv értéknek nevezziik. Az effektiv értéket a
teljesitményszamitasnal hasznaljuk. Az effektiv érték szinuszos idéfliggvények esetén a csticsérték

osztva /2 -vel.

A A

U 1
Ueff :U:_ Ieff :I:_

2 2

Az effektiv érték a leggyakrabban hasznalt érték, ezért jeldlését elhagyhatjuk. Szinuszos aramu
halézatokban az als6 index nélkiili fesziiltség vagy aram jel az effektiv értéket jelenti, és csak akkor
hasznalunk jel6lést, ha a csucsértékre vagy mas kozépértékre akarunk utalni. A szinuszos fesziiltségre
val6 hivatkozéskor is az effektiv értéket adjuk meg. Példaul az energiaellatoé haldzat hagyoméanyosan
220 voltosnak mondott, vagy a napjainkban szabvanyos 230 voltos értéke is effektiv érték. Az
ezekhez tartozo cstcsértékek szamithatok.

2202V =310V 230-4/2V =325V

A villamos mérémtiszereket is effektiv értékre szokas skalazni. Az effektiv érték
tulajdonképpen egy kozépérték, mégpedig négyzetes kozépérték. Kiszamitasa altalanos periodikus
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iddfiiggvény esetén integralassal lehetséges.

U= |7 Jlur

A szamitas soran rovid, dt id6tartamra allandonak tekintjiik a pillanatérték négyzetét és egy
kicsiny df szélességii, [u(t)]* magassagu téglalap teriiletét képezziik. Az integralas ezen keskeny

téglalapoknak az 6sszegzése egy teljes periddusidore. Az integralas eredményét ugy tekintjiik, mint
egy periodusidd szélességli, atlagos fesziiltségnégyzet magassagu téglalap teriiletét. A télalap
magassagat periodusidovel valo osztas révén kapjuk meg. A négyzetes kozépérték a téglalap
magassagabol vont négyzetgyok. (Megjegyzés: nyelviink szépen érzékelteti, hogy egy kdzépérték “kozepes”, azaz a
csucsértéknél nem nagyobb. A kdzépértekek, és igy az effektiv értékek is altalaban cstucsértéknél kisebbek, nulla és

csticsérték kozé esnek. Kivétel az idétengelyre szimmetrikusan azonos értéket felvevo négyszogjel, melynek effektiv
értéke megegyezik a csucsértékkel, nem kisebb annal.)

Hatasos teljesitmény

A vizsgélatainkban szerepld szinuszos fesziiltség az ellendlldson munkat végez. Az egy
periddus alatt elvégzett munkat integralassal szamithatjuk.

W, = [p(tydt=P-T
T

A teljesitmény-pillanatértéket rovid idore allandonak tekintjiik, és képezziik egy elemi,
keskeny p(t)-dt téglalapnak a teriiletét. A teriilet egy elemi munkarész. Az integralas az elemi,

keskeny téglalapok teriiletének 0sszegét, a gobe alatti teriiletet eredményezi. Ez éppen az a mod,
ahogyan kordbban ellendlldsunkon az atlagteljesitményt is szamitottuk. Ezért az integralas helyett az
atlagteljesitményt felhasznalva is kifejezhetjiik az egy periddus alatt elvégzett munkata P-T
szorzattal.

Az ellenallason a villamos teljesitmény elfogyasztasra keriil. Atalakul mas (mechanikai, ho,
fény, kémiai, stb.) teljesitménytipussa. Azt a valtakoz6éarami teljesitményt, amely mas
teljesitménytipussa atalakul, hatasos teljesitménynek nevezziik. (Megjegyzés: a hatasos teljesitmény nem
tévesztendd Ossze a “hasznos”-sal).

Tétel: Ellenallason mindig hatasos teljesitmény jon létre.

Tétel: Hatésos teljesitmény csak ellenallason jon 1étre.

A hatasos teljesitmény jele: P.
Meértékegység jele: W, neve: watt.
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28. Teljesitmény-idofiiggvény és atlagteljesitmény kondenzatoron
illetve tekercsen. A meddo teljesitmény

Valtakozoaramu teljesitmény kondenzatoron

Kapcsoljunk a kondenzéatorunkra szinuszos fesziiltséget.
u(t):(j-sina)-t

Az kondenzator drama:

t t

Az kondenzator teljesitménye:

i(t)=C

p()=u(t)-i(t)=U -sin(w-1)-I -cos(w-1)=U - I -sin(e - 1) - cos(@ - 1)
Az idofiiggvényt trigonometriai atalakitassal tovabb irhatjuk:

sin2-w-t

p(t)=0‘i'Sin(w-t)~cos(a)-t):U.f. :

p(t)

L u(t)

T/2 312 t

i(t)

28.1. dbra
A teljesitmény-idofiiggvényt a 28.1. abran vizsgalhatjuk. Az idéfiiggvény a vizszintes
tengelyre szimmetrikus, pillanatértékei valtakozva pozitiv €s negativ értékek. Kétszeres frekvenciaja,
| . o . . . .
U-1 = amplitudoju, a jelen abrazolasban szinuszos fliggvény. A teljesitmény-idéfiiggvény pozitiv

¢s negativ félperiddusa vonalkazott teriilete megegyezik. Ezért az integralas eredménye félperiddusra
a két vonalkdzott teriilet kiilonbsége, tehat nulla.
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Valtakozoaramu teljesitmény tekercsen

Kapcsoljunk a tekercsre szinuszos aramot.

n

i(t)y=1-sinw-t

A tekercs fesziiltsége:

u(t)y=1L :f-w-L-sin(w-t+90°):U-cosa)-t

di(t) _Ldf-sina)-t
d dt

A tekercs teljesitménye:
p(t)=u(t)-i(t) = U- cos(w-t)- I- sin(w-t) = U-1- cos(w-t)-sin(w - t)
Trigonometriai atalakitas utan:

sin2-w-t
2
A teljesitmény-idofiiggvény tehat hasonld a kondenzatoréhoz. A vizszintes tengelyre

p(t):(j-f-cos(w-t)-sin(w-t):U-f-

. . , RS | e N e 11 .
szimmetrikus, kétszeres frekvenciaja, U -1 = amplitudoju. Mindkét esetre érvényes, hogy az egy

teljes periddusra vett atlag nulla. A teljesitmény pozitiv és negativ félperiddusai azonos gorbe alatti
teriiletet fednek.
sin2-w-t

[pdt=[0-1-===—=—dt=0
T T 2

A tekercs és a kondenzator tehat teljes periodusra nézve energiat nem fogyaszt. Ez gy
lehetséges, hogy a belsejiikben felépitenek egy villamos illetve magneses teret, ehhez egy negyed
periodus alatt energiat vesznek fel a taplald generdtorbol, majd a masodik negyed periddus alatt a
térbdl az energia visszataplalodik a generatorba. A harmadik negyed periodusban ellentétes irdnyu tér
éptil fel, amelyben tarolt energia a negyedik negyedben jut vissza a generatorba. Réviden
teljesitménylengés alakul ki anélkiil, hogy energia elfogyasztasra keriilne.

Meddo teljesitmény

A kondenzatoron ¢s a tekercsen fellépd teljesitményt meddo teljesitménynek nevezziik. A
tekercsen pozitiv, a kondenzatoron negativ eldjellel vessziik figyelembe a meddd teljesitményt, tehat
ha egy kapcsolasban tekercs és kondenzator is talalhato, akkor a haldzat eredé meddo teljesitménye az
induktiv és a kapacitiv meddd teljesitmény kiilonbsége, a két meddd teljesitmény egymast
kompenzalja. (Megjegyzés: a medds teljesitmény nem tévesztendd dssze a “veszteségi” teljesitménnyel).

Tétel:Kondenzatoron ¢€s tekercsen mindig meddo teljesitmény jon létre.
Tétel: Meddo teljesitmény csak kondenzatoron vagy tekercsen jon 1étre.
A meddo teljesitmény jele: Q.

Meértékegység jele: VAr, neve: voltamperreaktiv (a mértékegység régebbi, ma mar nem szabvanyos,
de eléfordulo jelolése: var).
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29. Valtakozoaramau teljesitménytipusok és kiszamitasuk altalanos
impedancia esetén. A teljesitmény komplex vektora. A
teljesitménytényezo. A fazisjavitas

Valtakozodaramu teljesitmény altalanos impedancian

Tegyiik fel, hogy altalanos valtakozoaramu halézatunk valamely két pontja kozott ellenallasok,
tekercsek, és kondenzatorok vegyes kapcsolasa talalhato. Ez a passziv halozatrész helyettesithetd
egyetlen ered6 impedancidval. Az eredé impedancia meghatarozasat az egyenaramu halozatok
targyalasakor megismert elvek (soros, parhuzamos eredd, stb.) tovabbgondolasaval elvégezhetjiik, itt
most nem részletezziik. Ha az altalanos eredé impedancidnk aramanak és fesziiltségének csak az
effektiv értékét ismerjiik, de a kettd kozotti fazisszoget nem, akkor a két érték 0sszeszorzasaval egy Uj
teljesitményt kapunk. Ez a teljesitmény sem nem kertil teljes egészében elfogyasztasra, sem nem
jelent teljes egészében teljesitménylengést.

Latszolagos teljesitmény

Valamely altaldnos impedancidn esd szinuszos fesziiltség és az atfolyo aram effektiv értékének
szorzatat latszolagos teljesitménynek nevezziik. A latszolagos teljesitmény jele: S, mértekegysége jele:
VA, neve: voltamper.

Hatasos teljesitmény altalanos impedancian

frjuk fel az ered impedanciankat!
Z,=Z,¢" =2, (cosp+ j-sing)=Re(Z,)+ - Im(Z,)

A két impedanciarész dsszege megfelel egy ohmos ellenéllés és egy reaktancia soros
kapcsolasanak. Valds aramamplitudot feltételezve az impedancidhoz hasonlo fesziiltségamplitadot is
képezhetiink.

f-Ze =f-Ze =f-Ze ~(cos¢+j-sin(p)=0-(cos¢)+j~sin(p)
Hasonloan irhaté komplex effektiv értékekkel is.
7~Z:1-Z_e:I-Ze (cos@+ j-sinp)=U -(cose + j-sing)

A fesziiltség valds részeébdl szarmaztathato az elfogyasztasra keriild, azaz hatasos teljesitmény

|P=U-1-cos¢)‘

Altalanos halozatban a hatésos teljesitményt Gigy szamithatjuk, hogy a fesziiltség és az dram
effektiv értékeinek szorzatat képezziik, €s szorozzuk a fesziiltség ¢€s az aram kozotti faziseltolodas
koszinuszéval. (Az aramot a fesziiltségnek az arammal fazisban levé komponensével szorozzuk.)

Meddo teljesitmény dltalanos impedancian

Az el6z6 gondolatmenetet folytatva a fesziiltségvektor képzetes részEébdl szarmaztathatjuk a
meddo teljesitmeényt.

‘Q=U~I—singp
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Altalanos halozat valamely pontjan a meddé teljesitményt gy szamithatjuk, hogy a fesziiltség
¢s az aram effektiv értékeinek szorzatat képezziik, €s szorozzuk a fesziiltség €s az aram kozotti
faziseltérés szinuszaval. (Az aramot a fesziiltségnek az daramvektorra merdleges vektorkomponensével
szorozzuk.)

Kapcsolat az egyes teljesitménytipusok kozott

Képezziik a hatasos és a meddo teljesitmény négyzetének dsszegét!
P’ +Q*=(U-I-cosp)’ +(U-I-sinp)*>=U"-1*-(cosp)* +U’-1* -(sinp)’ =
=U’-1" -((cosp)’ + (sing)*)=U*-1* -1=U*-1* = §*

Tehat P* +Q*=S", azaz

S=+P* +Q?

Komplex teljesitmény

A latszolagos teljesitményt tehat Pythagorasz tételére emlékezteté modon szamithatjuk.
Ugyantigy, mint fesziiltség vagy aram vagy impedancia valos és képzetes részébdl az abszolut értéket.
Igy képezhetjiik a hatasos, elfogyasztasra keriild teljesitménybdl, mint valds részbdl és a meddo,

elfogyasztasra nem kertiil6 teljesitménybol, mint képzetes részbol a komplex teljesitményt, S -t.

S=P+;-0

A komplex teljesitmény vektora a harmadik fliggetlen komplex vektor a fesziiltség-aram és az
impedancia vektoregyiittes mellett. A harom vektorabra hasonl6.

Valtakozoaramu teljesitménytipusok megitélése

A hatasos teljesitmény atalakul mas teljesitménytipussa, elfogyasztasra keriil, ugyantiigy, mint
az egyenaramu teljesitmény.

A meddo¢ teljesitmény mas, nincs egyenaramui megfeleldje. Teljesitménylengés generator és
reaktancia kozott. Elfogyasztasra nem kertil, ezért az aramszolgaltat6 a fogyasztotol
ellenszolgaltatasra nem tarthat igényt. Ugyanakkor a tekercs vagy kondenzator jelentds aramot
igényelhet. Ezt az dramot kell az d&ramszolgaltatonak a tdvvezetékein szallitani. Szamolni kell a
tavvezeték véges ellendllasaval €s az ezen 1étrejovo teljesitményveszteséggel. A P, veszteség
szamithatda vezetékellenallas, R, €s a rajta atfolyo szinuszos aram [ effektiv értékének
felhasznalaséaval.

P, =I"-R,

Az aramszolgaltatonak tehat vesztesége keletkezik, mikozben ebbdl bevétele nem szarmazik.
Ezért a meddo teljesitmény keriilendo.

A meddoé teljesitmény jelenlétének jelzésére a teljesitménytényezot hasznaljuk. A
teljesitménytényezd: cose.

A teljesitménytényez6 optimalis, ha cosg =1 . Ilyenkor nincs meddé teljesitmény, mert
ugyanekkor sing =0. Ha a teljesitménytényezé nem optimalis, akkor a meglevd meddo teljesitmény

kompenzalasara fazisjavitast kell alkalmazni. A gyarak, iizemek, nagy fogyasztok altaldban induktiv

meddo teljesitményt okoznak. Ezt kell a fogyasztas helyén parhuzamosan kapcsolt kondenzatorokkal,

a valtozo6 terheléshez allanddan igazodva kompenzalni. Ez a fazisjavitas. Az aramszolgaltatd

kedvezményben részesiti a nagy fogyasztoit, ha a teljesitménytényezd értékét folyamatosan az eldre

megallapitott érték felett tartjak. A teljesitménytényezo folyamatos figyelemmel kisérése céljabol
cos@ -regisztrald késziiléket hasznalnak.
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30. Szimmetrikus haromfazisu halézatok. Vonali- és fazisjellemzok.
Aszimmetria

A villamos energiaellatas kezdeti idoszakaban a generatorokat és fogyasztokat fiiggetlen, pont-
pont kozotti dsszekottetésekkel kotottek dssze. Napjainkban a kontinenseket behal6zzak a
tavvezetékek. Sok orszagot magukba foglald egységes villamosenergia-rendszerek miikodnek. Az
ellato rendszerek, tdvvezetékek és berendezések létesitése és lizemeltetése koltséges. A koltségek
optimalizalhatok haromfazisu halozatok alkalmazéasaval. Ma a villamos energiaellatas csaknem
kizardlag haromfazist rendszerben torténik.

Harom szinuszos fesziiltséggenerator szimmetrikus generatorhdrmast alkot, ha
frekvencidjuk pontosan megegyezik,
fesziiltségiik amplitidoja megegyezik,
szimmetrikusan eltoltak Uigy, hogy kezddfazisuk rendre 0°, 120°, és 240°.

A harom ,,fazis” szokasos elnevezése: R, S és T fazis. A harom fazis idéfiiggvénye a 30.1. dbran
lathato.

30.1. abra

Az abran figyelemmel kisérhetd, hogy barmely idopontban a harom idéfiiggvény pillanatértékeinek
Osszege nullat ad eredményiil:

uy,(t)+ug(t)+u,(6)=0.

30.2. abra
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A hédrom generatorbol csillag és haromszog kapcsolast egyarant képezhetiink. A 30.2. dbran
egy csillagkapcsolasu generatorharmast csillagkapcsolast harom impedancia terhel. A szimmetria
feltétele a kordbban a generatorokra tett kikotések mellett az, hogy a harom terhelé impedancia legyen
azonos. Ha ez teljestil, akkor példaul abban a pillanatban amikor az R és S fazis vezetékén a
generatortol a terhelés felé folyik aram, a T fazis vezetékén éppen az el6z6 két aram dsszege folyik
ellenkez6 iranyba.

ip () +is() +ir(1)=0

Ez indokolja, hogy a két csillagpontot nem kotjiik 6ssze, haromvezetékes rendszert
hasznalunk. Ha a két csillagpontot 6sszekotnénk, ezen a negyedik vezetéken nem folyna aram a
szimmetria kdvetkeztében.

A generatoron foly6 aramot fazisaramnak, a generatoron eso fesziiltséget fazisfesziiltségnek
nevezziik. A tavvezeték drama a vonali dram, fesziiltsége a vonali fesziiltség. Csillagkapcsolasi
generatorok esetében a fazisaram, If, és a vonali aram, I, mint az elébb vizsgaltuk, megegyezik.

=1,

Nem igy a két fesziiltség. Kapcsolatukhoz rajzoljuk fel el6szor a generatorok szimmetrikus
vektorharmasét, U, -t, U -t és U, -t (30.3. dbra). Harom azonos hosszlisagu, egymassal 120°-os

szoget bezar6 fesziiltségvektor alkotja. A vonali fesziiltséget megfeleld két fazisfesziiltség vektorialis
kiilonbségeként hatdrozhatjuk meg. Példaul:

Uy =U,-Ug .

30.3. abra

Vektorabrankon a vonalkdzott teriilet egy egyenld oldali haromszdg. Tudjuk, hogy ebben az
oldalhosszlisag, a és a magassagvonal, m hossza kozotti 0sszefliggés:

Az oldalhosszisagnak a fazisfesziiltség, a magassagnak a vonali fesziiltségnek a fele felel meg,
ezért csillagkapcsoldsu generatoraink esetében az dsszefliggés:

Uu,=U, A3
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Héromszogkapcsolasu generatorok esetén a fazis- és a vonali fesziiltség megegyezik. Az
aramokra pedig a kovetkezd Osszefliggés érvényes.

U,=U,

]vhzl_/h'\/g

A héromfézisu haldzatok lizemeltetése soran folyamatosan iigyeliink a szimmetria
fenntartdsara. Ennek ellenére eléfordulhat taziskimaradas, aszimmetrikus terhelés, vagy mas
rendellenesség.

Aszimmetria haromvezetékes rendszerben

Az aszimmetria a 30.2. abra szerinti csillag-csillag kapcsolasti haromvezetékes rendszerben
nem vart fesziiltség-eltolodasokat okoz. A két csillagpont kozott ugynevezett ,,csillagponteltolodas”

jon létre. A csillagpontok kozotti U_O komplex amplitudoju eltolodasi fesziiltség szinuszos

idofiiggvényli. Az aszimmetria hatasara az egyes fazisokra is a névleges fesziiltségtol eltérd nagyobb
vagy kisebb fesziiltség jut. A névlegestdl eltérd fesziiltség az lizemeltetett berendezések, eszk6zok
tonkremenetelét vagy hibas miikodését okozza, tehat nem engedheté meg.

Aszimmetria négyvezetékes rendszerben

A fesziiltségtartast biztositja és a két csillagpont kozotti fesziiltségeltolodast akadalyozza meg,
ha a két csillagpontot egy negyedik vezetékkel 0sszekotjiik. Ez az ugynevezett nullvezeték. Rajta
szimmetrikus esetben nem folyik aram. Aszimmetria esetén viszont szinuszos kiegyenlité aram alakul
ki benne. A kiegyenlitd aram biztositja a fAzisaramok kivant aszimmetriajat, mely utobbi pedig
lehetéve teszi, hogy fazisonként eltérd terheld impedancidk ellenére a fazisfesziiltségek azonosak
maradjanak.

Ma otthonainkban és a gyarak, tizemek, intézmények szamara a villamos energiaellatas
szimmetrikus haromf4zist rendszerben torténik. A fazisfesziiltség ma szabvanyosan 230V-os effektiv
értekl. A kdzvélemény nagy része azonban a régi, megszokott €s a feliratokon ma is szerepld 220V-os
értéket ismeri. Lakéasainkba tehat fazisfesziiltség jut. Tobblakasos épiiletben lakdsonként méas-mas
fazisrol biztositjak a taplalast. Egy-egy fazisra sok lakast csatlakoztatva a szimmetria statisztikusan
megvalosul. A nullvezetéknek a lakdsokba, iroddkba bevezetett szakasza természetesen az
energiaellatashoz sziikséges teljes aramot vezeti, arammentessége szimmetria esetén csak a
haromfazist szakaszra érvényes.

Magyarorszagon a villamos energiaellaté halozat szabvanyosan foldelt csillagponta. J6 tudni,
hogy az épiiletek fémbdl késziilt gdz- és vizvezetékei, a vizesapok, az épiiletvasalas, a nedves padlo a
nullvezetékkel dsszekottetésben van. A masik vezetéknek, az ugynevezett fazisvezetonek az érintése
ezért onmagéban is elegendd lehet ahhoz, hogy zart &ramkor alakuljon ki, és dramiités kdvetkezzen
be.

A nagyobb fogyasztok hdromfazist taplalast kapnak, és gyakran lizemeltetnek is haromfazist
gépeket, berendezéseket. Az elobb emlitett 220V-os fazisfesziiltség effektiv értékhez a

220V -+/3 =380V

vonali fesziiltség tartozik, amit példdul transzformatorallomésok, elosztok, villamos kdzlekedéssel
kapcsolatos 1étesitmények kozelében, figyelmeztetd feliratokon gyakran lathatunk.
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31. Szamitasi feladatok gyakorlasa

31.1 példa
Tekintsiik a 31.1. dbran lathat6 soros RC kapcsolast.
i(t) R
-—->  —
—
(1)

—C

l

u, ()| u (t)

31.1. abra
Kiindul6 idéfiiggvény és adatok:

ug(t)zloo-ﬁ-sin3l4@-t [V,
S

R=80Q2,

I=14 .
Hatarozzuk meg a fesziiltségeket, az aram id6fliggvényét, rajzoljuk meg a vektorabrakat!
Megoldas
A generator 1d6fiiggvényébdl kiolvashato adatok:

U, =100V (ez effektiv érték!!),

w=3147%"
S

A frekvencia és a periddusido:

=2 —50Hz,
2.7
1

T=—=20ms.

Az ellenallas fesziiltsége:
Up,=1-R=14-80Q =80V .

Mivel az aram megadott értéke effektiv érték, ezért az eredmény is effektiv érték. A
fesziiltség-aram vektordbra megrajzolhato. Csak a kondenzator fesziiltsége ismeretlen, ezért a
generator €s az ellenallés fesziiltségének vektorialis kiilonbségeként meg tudjuk szerkeszteni (31.2.

abra).

—>|
(@]

31.2. bra
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A kondenzator fesziiltségének effektiv értéke Pythagorasz tétele szerint:

Ue =\JU2 =Up =+/(100V)* = (80V)* =60V

A kondenzator latszolagos ellenalléasa:

U
X, =—F5= o _ 60Q2 .
1 14
A kondenzator kapacitésa:
C = 1 = :Z’ = 1 . ﬂ = 53,08/1F .
@- X, 31479 600 314-60 V
s

Az ered6 impedancia abszolut értéke:

U
Zpo === =10 1000
I 14

Ez megegyezik azzal amit Pythagorasz-tétellel szamithatunk.

Zu =A[R* + X2 = /(80Q)° +(60Q)* =100 .

A fazisszog a fesziiltség-vektorabrabol:

U 60V
=—arctg—< = —arctg—— = —arctg0,75=36,9° .
Q gU gSOV g

R

Most mar megrajzolhatjuk az impedancia-vektorabrat.

ImZ @

R ReZ
S
¢
'.]/((DC) ZRC
31.3. abra

A hatasos teljesitmény:
P=U, - I-cosp=Ug-I1=80V-14=80W .
A meddo¢ teljesitmény:
O=U,-I-sinp=U,-1=60V-14=60VAr kapacitiv.
A latszolagos teljesitmény:
§=U,-1=100V-14=100V4 .
A teljesitmény komplex értéke:

S=80-j-60 [VAL



A teljesitmény-vektorabra:

A harom vektorabra egybevago!

Az idéfiiggvények:

49

P ReS
O -
¢
S
31.4. abra

uR(z):80.\/§.sin(314ﬂ-z+36,9°) [V],
S

(1) =2 -sin(31479% .1 4 36.9°) [A].

S

() = 602 -sin(3147%% .1 +36,9° - 90°) = 602 -sin(314 %L .1~ 53.1°) [V].
S S

31.2. példa

31.5. abra

Tekintsiik a 31.6. abran lathaté soros RL kapcsolast.

P=100W .

R

1

0

| M)

Ug(t)

u, (t)| <L

31.6. dbra
A kapcsolas altal felvett hatasos teljesitmény:
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Tovabbi adatok:

L=100mH | 0=10""% U, =100V
S
A fenti adatokbdl szamitsuk ki a hianyzo fesziiltségeket, impedanciakat, teljesitményeket, az

aramot, a fazisszoget és hatarozzuk meg a sziikséges fazisjavitdo kondenzator értékét!

Megoldas

A tekercs latszolagos ellenallasa:

X, =0-L=10""%100-10° 17 =1007%. 75 1000 |
s s A
Ebbol a kor arama:
_U, 1007 _

X, 100Q
P=U,-I-cosp=U,-1=100W , ebbdl

v, =210 o0
I 14

Az ellenallason ¢€s a tekercsen a fesziiltség megegyezik, a fesziiltség-vektorabra egy négyzet, a
fazisszog 45°.

U 100V
= arctg—L = arctg——— = arctgl = 45° ,
poarEy T ooy T e
G__P__1oow _100w
cosp cos45° 1

V2

QO=S§-sinp=141VA4-sin45° =

=141V4 ,

14174

NG

U, =JUZ +U} =7J(100V)> +(100¥)* =141V

=100VAr , induktiv,

Az ered6 impedancia:

U
2y =—2=1 40
I~ 14

A komplex impedancia és a komplex teljesitmény:

Zy =R+j-X, =100+ -100[Q] ,

S =100+ j-100[V4] .
Fazisjavitas érdekében a soros RL kapcsoldssal parhuzamosan csatlakoztatunk egy kondenzatort
(31.7. ébra).

i, R
— —
il
ug(t)

0, ==C  u@|3L

31.7. abra



Ertékét tigy kell megvélasztanunk, hogy medds teljesitménye megegyezzen a tekercs éltal okozott
meddod teljesitménnyel.

O, =0, =100V4r
Mivel a kondenzatorra a generator fesziiltsége jut

[ === =0,707A4 , ebbol

u, U, 141V

U

XC=&=—g; I~ 2000

I. 1. 10,7074
X = 1 , ebbdl a keresett kapacitas:

w-C

-5

C= ! = ! _10 -£=5uF.

o Xe 7% H000 2V

S

Tokeéletes fazisjavitas érdekében tehat SuF kapacitast kondenzatort kell a kapcsolassal
parhuzamosan csatlakoztatni. Ilyenkor a generator csak hatdsos teljesitményt ad le, ezért &rama

Ig fazisjavitott = i M = 0,70714 .
o u, 141
Ekozben az ellenallés és a tekercs fesziiltség-, aram- és teljesitményallapota természetesen

valtozatlan!!

1

31.3. példa

Soros R, L és C elemeket U,=5V fesziiltségli szinuszos generator taplal (31.8. abra).

im, c L R
Il ~ Y —

” | IS |

ug( t) @ uc(t) uL(t) uR(t)

31.8. abra

Mekkora fesziiltség jelenik meg az egyes elemeken és mekkora a kor drama, ha a generator
frekvenciaja éppen a rezonanciafrekvencia? Mekkora a josagi tényezd és mekkora a rezonancia-
korfrekvencia?

L=100uH , C=10nF , R=25Q
Megoldas
1 1 3 1 _ o Tad
wo_\/L~C - Vs As _\/10‘1232 =10 s
104i140*4—

51
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Rezonancia-korfrekvencian a latszélagos ellenallasok megegyeznek.

X, o, L=10°7% 10+ Y5 _1000
S
1 1 1
‘ @,-C 10‘)@.10*@ IO_Zé
s V

Rezonanciafrekvencian a kondenzator és a tekercs latszolagos ellenéllasa kivonddva egymasbol nullat
ad eredménytil. Az eredd impedancia ezért az ellenallas értékével egyezik meg

Z e =R=250
A generatorfesziiltség teljes egészében az ellenallasra jut.

U, = Ug =5V (effektiv értek!!)
Az aram:

= ——=0,24 .
R 25Q

Uy SV

A két reaktancia egylittes fesziiltsége rezonancian U, . =0V, de ezen belill a két fesziiltség azonos,
nem nulla.
U,=1-X,=0,24-100Q2=20V .

U.=1-X.=0,24-100Q=20V .
A josagi tényez0:
0 _w,-L 100Q2
R 250

A fesziiltség-aram vektorabra rezonancian a 31.9. abran lathato, a vektorokon azok effektiv értéke is
olvashato.

A

A
0,
20V
SV 02A
—_— >
A VAN
U, I
20V
N
Ue

31.9. abra



Ellenorzd feladatok

1. Feladat
Soros RC kort Uy=10V egyenfesziiltségre kapcsolunk (31.10. abra).
R=1kQ, C=10nF.

S R,

Ug1<> u,(t) w0

Ug(t)
31.10. abra

|
@)

uc(t) =

Valassza ki a helyes végeredményeket!
Mekkora az idéallando, t?
0,01us
0,01ms
Ims ,
10us
107%s ,
107s
1075 .
Mekkora az aram a bekapcsolas pillanatdban?
1A,
10A,
0,
0 b
10mA,
0,0ImA.
Mekkora az aram a bekapcsolas utan, allanddsult allapotban?
1A,
10A,
0,
0 b
10mA,
0,01mA.

2. Feladat
Soros RL kort Uy=100V egyenfesziiltségre kapcsolunk (31.11. abra).
R=100Q, L=100puH.

S R,

Ugl<> u,(t) w0

ug(t)
31.11. abra

u(t) SL
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Vilassza ki a helyes végeredményeket!
Mennyi 1d6 utan tekintjiik befejezettnek a bekapcsoléas utani atmeneti valtozasokat?
Lus,
Sus,
10us,
50us,
10ms,
50ms.
Mekkora az dram a bekapcsolas pillanataban?
1A,
10A,
0,

wﬂ

10mA,
0,01mA.
Mekkora az aram a bekapcsolas utan, allanddsult allapotban?
1A,
10A,
0,
0 b
10mA,
0,01mA.

3. Feladat
Szinuszos fesziiltséggeneratorral taplalt soros RL kapcsolasban (31.12. abra):

R-100Q,  L-100mH, w=10°"%2 I, =14.
. )

1(t R
> o —
—J

U(t)

) u,(t)

31.12. abra

u,(t) L

Vialassza ki a helyes végeredményeket!
Mekkora a generator fesziiltségének effektiv értéke, U,?
ov,
2V,
14,14V,
20V,
141,4V,
200V,
ol .
Mekkora az ellenallas fesziiltségének effektiv érteke, Ug?
ov,
1V,
10V,
100V,
141,4V,
1000V,
ol .



Mekkora a tekercs fesziiltségének effektiv értéke, U,?
0ov,
1V,
10V,
100V,
1414V,
1000V,
ol .
Mekkora a hatasos teljesitmény?
0,
10VA,
10VAr,
10W,
100VA,
100VAr,
100W.
Mekkora a medd¢ teljesitmény?
0,
10VA,
10VAr,
10W,
100VA,
100VAr,
100W.
Mekkora a latszolagos teljesitmény?
0,
100VA,
100W,
141,4W,
141,4VA,
200W,
200VAr.
Mekkora a teljesitménytényezd?
100W,
10%,
1,
1,414,
0,707,
0,5,
50%.

4. Feladat
Szinuszos fesziiltséggeneratorral taplalt soros RC kapcsolasban (31.13. 4bra):

u, (t)=100-v2sinw-(V],

R=400Q, Uc=60V,  C=106yF.
i), R
il
u (0
(0> u (== C

31.13. abra



56

Vilassza ki a helyes végeredményeket!
Mekkora a generator fesziiltségének effektiv értéke, U,?
ov,
10V,
14,14V,
100V,
141,4V,
1000V,
ol
Mekkora az ellenallas fesziiltségének effektiv értéke, Ug?
ov,
40V,
80V,
81,4V,
160V,
136V,
141,4V,
ol .
Mekkora az dram effektiv értéke?
0A,
1A,
2A,
2,04A,
4A,
04 .
Mekkora a szinuszos fesziiltségek ¢s aramok frekvencidja?
25 rad ,
s
5 O@ ,
s

314794
S

25Hz,
50Hz,
100Hz.
Mekkora a hatasos teljesitmény?
0,
40W,
80VA,
160W,
166VA,
640W.
Mekkora az eredd latszdlagos ellenallas?
0,
25Q,
504,
70,72,
10092,
141,4Q,
Q) .



5. Feladat
Soros rezgokor (31.14. abra) elemei:
R=10Q, L=ImH, C=1nF.
i) C L R
> ~ Y —
l | | S
u(t) U(t)

ug(t) @ uc(t)

A rezgdkort Ug=10V fesziiltségli szinuszos fesziiltséggeneratorra kapcsoljuk.

Vilassza ki a helyes végeredményeket!
Mekkora a rezonancia-korfrekvencia?
10°7ad
.
10° rad
.
107" rad ,
S

1kHz
IMHz
1GHz .
Mekkora a josagi tényez6?
1,
5,
10,
50,
100,
500.

31.14. abra

Mekkora a fesziiltség az ellenallason rezonancian?

ov,
5V,
10V,
50V,
100V,
500V.

Mekkora a fesziiltség a kondenzatoron rezonancian?

0oV,
5V,
10V,
100V,
500V,
1000V.
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