Transzportfolyamatok

/Utols6 modositas: 2005/

Tételek

1. A transzportfolyamatokrol altalaban. Matematikai eléismeretek.

A homérd tehetetlensége. Mérlegegyenlet, allapotegyenlet, konstitutiv egyenlet. Transzportegyenlet.
Pontfliggvények, halmazfiiggvények. Additiv halmazfiiggvény. Halmazfiiggvény derivaltja.

Terek. Stacionarius, homogén tér. Izotrop-anizotrop kozeg. Skalartér, vektortér. Szintfeliiletek,
vektorvonalak. Gradiens. Fluxus. Divergenciatétel és rotaciotétel.

2. Mérlegegyenlet.
Extenziv mennyiség. Globalis mérleg. Aramerdsség, forraserdsség. Megmaradd mennyiség.
Stirtiség, fajlagos érték. Forrassiirliség. Aramsiiriség. Lokalis mérleg.

3. Tomegmérleg. Szubsztancialis mérleg.

Tomegaramsiiriiség. Lokalis tomegmérleg.

Szubsztancidlis idéderivalt. Konvektiv aramstiriség. Szubsztancialis mérleg. Szubsztancialis
tomegmérleg. Inkompresszibilis kozeg.

4. Hovezetés 1.

A belsO energia mérlegegyenlete. Fourier torvény. Hovezetési differencialegyenlet. Peremfeltételek
tipusai. Kiegyenlit6dési tendencia, a Laplace-operator szemléletes jelentése, maximum-elv, erés
maximum elv.

5. Hovezetés II. Okok és okozat a hdvezetésben.

Szimmetriaelv. Stacionarius h6vezetés sik falon, hengeres falon. Analdgia az Ohm-térvénnyel.
Szuperpozicio elve. Az altalanos probléma redukcidja az okok (forras, kezdet, perem) szerint. Dirac-delta.
Green-fliggvény.

6. Hovezetés I11. Fourier-megoldas.
A valtozok szeparalasanak modszere. Sajatfiiggvény, sajatérték.

7. Diffuzi6. Termodiffuzio. Tobbkomponensi diffuzio. Reakcio-diffuzié egyenlet. Térbeli strukturak.
Membranok.

8. A hovezetés és diffuzid elméletének néhany alkalmazasa. Forrasos és bomlasos diffuzié. Kritikus
méret. Homérsékleti hullamok. A Fold korarodl.

9. Kémiai reakciok.
Mechanizmus. Reakcidsebesség. Sebességi allandok. Reakciokinetikai differencialegyenletek. Lotka-
Volterra rendszer.

10. A statisztikus elmélet alapjai. Konzervativ mechanikai rendszer. Kanonikus valtozok. Hamilton
fiiggvény. Hamilton-egyenletek. Fazistér. Striségfiiggvény. Az aramsiirliség kinetikus értelmezése.

Klasszikus és kvantumstatisztikak. Disszipacidémentes transzport: szupravezetés, szuperfolyékonysag.

11. A kinetikus elmélet alapjai.
Elemi kinetikus gazelmélet. Utkdzési gyakorisag, hataskeresztmetszet, kozepes szabad uthossz.

1. Homéro fluidumban. T(t) a hdméré homérséklete, T, (konstans) a fluidumé. Homéro



allapotegyenlete: U=f(T). L. fotétel W=0 (most nincs hétagulas), tehat dU=dQ. Héaram: I =
dQ/dt = -CdT/dt. C: hokapacitas, C=dQ/dT. Mérlegegyenlet: test altal leadott héaram =
kornyezet altal felvett. I;=I,. Vezetési (konstitutiv) egyenlet: linearis héatadasi tdrvény:

I[=aA(T-T)), a: hoatadasi tényezo, A: feliilet.

Transzportegyenlet: -CdT/dt = o A(T-T,). Uj valtozo: y =T-T, -Cdy/dt = aAy. Altalanos megoldas:
y=yo.exp(-t/t). A homérsékletkiilonbség exponencialisan lecseng t=aA/C relaxacios idovel.
Kiegyenlitddési tendencia, termikus egyensuly.

Transzportfolyamat: valamely extenziv mennyiség atmenetele egyik testrél a masikra. Hajtoero:
kiilonbség az intenziv valtozo értékében, folytonos eloszlasnal: gradiens. Hovezetés, diffuzio,
elektromos aram, termodiffizio, (altalanosabb értelmezés: kémiai reakcid). Linearis vezetési
torvény: aram aranyos az erével. Kereszteffektusok. Transzportegyenlet: a mérlegegyenletbe
behelyettesitjiik az allapotegyenletet és a vezetési torvényt; ily modon a jellemzd intenziv valtozora
kapunk parcialis differencialegyenletet.

Pontfiiggvény a helyvektorhoz, halmazfiiggvény halmazhoz rendel értéket. Additiv
halmazfiiggvény: E(HUK)=E(H)+E(K), ha HnK=. Matematikai terminoldgia: mérték;
termodinamikaban ez az extenziv mennyiség. Extenziv mennyiség striisége: pg=dE/dV,
értelmezése: az atlagos striiség (AE/AV) hatarértéke, amint AV a vizsgalt pontra zsugorodik
(4tmérdje tart 0-hoz). E=lpg dV.

Térmennyiség: helytdl és idotdl fiiggd mennyiség (tér vagy mezd). Stacionarius vagy
sztatikus: id6ben allandé. Homogén: térben allando. 1zotrop: iranytdl nem fiigg.
Komplementereik: instacionarius, inhomogén, anizotrdp.

A terekre vonatkozo ismeretek részletesebben lasd: Fizikai Alapismeretek 1.4. Terek c. fejezet
valamint a késziil6 Mechanika jegyzet Fiiggeléke, Vektorok 3. szakasz.
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Az u(r) skalarteret szintfeliileteivel szemléltetjiik (u=konstans). Skalartér gradiense: a szintfeliiletre
merdleges vektor, nagysaga a legnagyobb iranymenti derivalt (du/ds), a novekedés iranyaba mutat.

Descartes-koordinatakban: (grad u),=0u/0x.

A v(r) vektorteret vektorvonalakkal szemléltetjiik. Erinté: v iranya, feliileti stiriségiik: v
nagysaga. Szamuk: fluxus, felilleti integral: ¢,=/vedA=[v,dA. Feliiletelem vektora: dA=ndA.
Divergencia: vektorvonalak forrassiiriisége. Divergenciatétel. Descartes-koordinatakban: div
v=28vi./8xi.

2. Extenziv mennyiség megvaltozasa két okra vezethetd vissza: kdrnyezettel valo csere és belsd
forras. AE=AE+AE. At-vel osztva és =At—0 hatarértékben kapjuk az E extenziv mennyiség globalis

mérlegegyenletét: dE/dt = -1g+Pg. Ig: aramerdsség, Py : forraserdsség.

Ha a forras sziikségszertien zérus, akkor azt mondjuk: E megmaradé mennyiség. Ilyenek:
tdmeg, 0sszenergia, elektromos toltés, bariontdltés; impulzus (zart rendszerben), impulzusmomentum
(centralis er6térben), mechanikai energia(konzervativ erétérben), entrdpia (reverzibilis
folyamatokban). Irreverzibilis folyamatoknal az entropia nem megmarado, hanem keletkezd: Pg >
0.

A lokélis mérleg levezetése.
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A mérlegegyenlet minden tagjat felirjuk pontfiiggvények integraljaként. A forraserdsség
extenziv, stirlisége a cg=dPg/dV forrassiirliség. Az aramerdsség pedig az aramslriség fluxusa a
test hatarfeliiletére vett feliileti integralja: Ig =fJEOdA, Jg : aramstlriség. Ha a test hatara all,
akkor dE/dt =|0E/ot dV. A feliileti integralt a divergenciatétellel térfogativa alakitva a globalis
mérlegbdl kovetkezik: | (0E/ot +divdg-or)dV=0. Minden térfogatra ez csak akkor lehet igaz, ha az

integrandus zérus: lokalis mérlegegyenlet.

3. Térfogataramsiiriiség: dV/dt=v. Tomegaramsiriiség: dM/dt=pv. Lokalis tdomegmérleg:
op/ottdiv(pv)=0. Extenziv mennyiség fajlagos értéke: e=dE/dM. Kapcsolat a stirliséggel: pg=pe.
Szubsztancialis idéderivalt: kozeggel egyiittmozgd rendszerben, jele: d/dt. Kapcsolat a lokalis
id6derivalttal: du(r(t),t)=du/ot+(grad u)ev. Szubsztancialis mérleg: pde/dt+divI:*"=cr.

Je=J M 35" ahol 355" =pev (konvektiv dramsiirtiség). Jz<™

pedig a konduktiv/vezetési
aramstriség. Tomegre a fenti mérleg trivialitas, a szubsztancialis tomegmérleg kivételesen mas

alaku: dp/dt+pdivv =0. Inkompresszibilis kdzeg: dp/dt=0, ilyen kozeg aramlasara tehat div v =0.

4. A bels6 energia lokalis mérlege: pcdT/ot + div J = o. Itt: p a sliriség, c a fajlagos hékapacitas
(fajho), T a homérséklet, J a hdaramstriiség, o a bels6 energia forrasstiriisége. Utdbbira akkor van
sziikség, ha a belsé energia mas energiafajtabol keletkezik (pl: Joule-hd), vagy példaul lemezek

hovezetésénél a kozegnek torténd hdatadas is forrasként kezelhetd.

Fourier-torvény: J=-A gradT, A: hovezetési tényez6. Behelyettesitve a mérlegbe: 0T/0t-DAT=f
(=o/(pc)). Itt D=A/(pc) :hoédiffuzivitas, A a Laplace operator, Descartesban a masodik derivaltak
Osszege. Szemléletes jelentés: masodik derivalt, mint a konvexitas mértéke (a kornyezeti
atlaghdmérséklet és a vizsgalt pontbeli homérséklet kozotti kiillonbség). Gombszimmetrikus esetre:

A=d*/dr*+((n-1)/r)d/dr, ahol n a tér dimenzidja.

A hovezetési differencidlegyenlethez tartozo altalanos linearis peremfeltétel: aT+boT/On=c a test
hatarfeliiletének (peremének) pontjaiban, 0T/0n a grad T normalis iranyu komponense, a,b,c pedig
eldirt (r,t) fliggvények, ahol redV, t>0. E peremfeltétel hasznalhato pl. akkor, ha a test és a

kornyezete kozott linearis hoatadas van.

Az altalanos linearis peremfeltétel specialis esetként magaban foglal egyszerti, fontos

peremfeltételeket. A peremfeltételek tipusainak szokasos elnevezése:
L. tipus: a hdmérséklet eldirt (a=1,b=0 spec. eset)

II. tipus: a héaramstirtiség eldirt (a=0,b=A, specialis eset),



III. tipus: a fenti altalanos linearis peremfeltétel.

A hovezetési differencialegyenlet megoldasa megfeleld kezdeti és peremfeltétel esetén
egyértelmil. A legegyszerlibb és leggyakoribb kezdeti feltétel: T(r,0)=Ty(r), ahol Ty elbirt
fliggvény, reV.

A hémérsékleteloszlast az f forrés, a Ty kezdeti fliiggvény és a ¢ peremfiiggvény hatarozza meg. Ha

ezek mindegyike zérus, akkor a megoldas: T(r,t)=0.

Forrasmentes eset. T idében né minden olyan helyen, ahol AT>0. Maximum-elv: a hémérséklet

maximumat (minimumat) kezdetben vagy a peremen éri el. Erds maximum-elv: ha a hdmérséklet-
eloszlasnak egy bels6 pontban maximuma (minimuma) van, akkor ott 0T/0t<0 (0T/0t>0).

Kiegyenlitddési tendencia.

5. Feketedoboz szemlélet: input (forras, kezdet, perem), output (T hdmérsékleteloszlas). Okok és
okozat. Szimmetriaelv: ha az ok (feladat) szimmetrikus, akkor az okozat (megoldas) ugyanolyan
értelemben szimmetrikus. Eltérés ettdl csak akkor lehet, ha tobb megoldas is van, ilyenkor a
megoldasok halmaza rendelkezik a szimmetriaval. Példa szimmetriasértésre: Bénard instabilitas:
vizszintes folyadékréteget alul melegitiink, a szimmetrikus megoldas -névelve a
homérsékletgradienst, egy kritikus értéknél elvesziti stabilitasat, disszipativ struktira keletkezik.
Példak szimmetridkra: idoeltolas, téreltolas, iddtiikrozés, tértiikkrdzés centrumra, tengelyre, sikra,

forgasszimmetria. Szimmetriaelv alkalmazasa: sikfal, hengeres fal stacionarius hovezetése.
Sik fal. Peremfeltételek: T(0)=T;, T(L) =T, . Szimmetrielv alapjan: T(x). A megoldas: T(x)= ax +
b, ahol b=T,, a=(T,-T,)/L. Analogia az Ohm térvénnyel: -AT = RyI, Rq =(1/A)L/A. Ellenallasok

soros, parhuzamos kapcsolésa.

Hengeres falnal T(r). Itt I nem fiigg r-t61 = rdT/dr= konstans = T = a In r + b. Peremfeltételek:
T(r;)=Ty, i=1 belso, i=2 kiilso feliilet, h a henger hossza. a = (AT)/In (r2/1;), b=T;-alnr,. [ =
2nAhrdT/dr=2nAha

Ry = (VA)(In (r2/11))/(27h).

Szuperpozicié elve: linearis rendszer esetén az egyes bemenetekhez (okokhoz) tartoz6 kimenetek

(okozatok) linearis kombinacidja egyenld a bemenetek ugyanazon egyiitthatokkal eldallitott
linearis kombinaci6jahoz tartoz6 kimenettel. A T(r,t) homérséklet-eloszlast harom tényezo ("ok")
generalja: a forras, a kezdeti eloszlas és a peremfeltétel. A szuperpozicio elvének alkalmazasaval

T harom eloszlas dsszegeként all elé: T=T+T*+TP, ahol T kielégiti a hévezetési



differencialegyenletet f forrastaggal, valamint a T(r,0)=T(r) kezdeti és az altalanos linearis
peremfeltételt ¢ jobboldallal. Réviden fogalmazva a (f,Tk,c) generald fiiggvényekhez tartozik.
T'(r,t), T5(r,t), TP(r,t) pedig olyan eloszlasok, amelyekhez a generalé fiiggvények rendre:
(£,0,0),(0,T,0),(0,0,c).

A szuperpozicioé elvét tovabb alkalmazva a probléma tovabb egyszeriisithetd, ha a generalo
fiiggvényeket egyszeriibb fiiggvényekbdl szuperponaljuk. Pl. a T' meghatarozasanal a forrast
szuperponalhatjuk pillanatszer(i pontforrasokbol, tehat elegendé meghatarozni a pillanatszerii
pontforrashoz tartozo eloszlast, ez a probléma Green-fiiggvénye. A pillanatszerii pontforras
matematikai megfogalmazasa: Dirac-féle d-fiiggvény. Ez mindeniitt zérus, kivéve az origét, ott
"végtelen", integralja pedig 1. Egy dimenzidban szemléltetés: e szélességli és 1/e magassagi

téglalap hatarértéke, amint e tart 0-hoz.

A végtelen, homogén, izotrdop testhez €és az origéban t=0-kor alkalmazott egységnyi pillanatszeri

-n/2 2/m 2 . s
"< exp(-r/2c7), ahol n a dimenzidszam.

pontforrashoz tartozo vélasz, a Green-fiiggvény: (2nc”)
Az eloszlas térben a Gauss-féle eloszlas (haranggorbe), az idével aranyos o°=2Dt

szorasnégyzettel. A ho diffuzidja, végtelen terjedési sebesség.

6. Valtozok szeparalasa. T(r,t)=R(r)0(t) alakban keressiik a megoldast. Szoritkozzunk
forrasmentes és homogén peremfeltétel esetére: £=0, b=c=0. Ekkor R=0 a hataron. Behelyettesitve,
a differencialegyenlet ugy rendezhetd, hogy a baloldal ne fiiggjon r-t61, a jobboldal pedig ne
fliggjon t-t6l. Mivel egyenldk, ekkor az egyenlet mindkét oldala konstans, sem r-tél, sem t-t6l nem
fiigg, igy két egyenlet adodik: AR/R =u=(d6/dt)/(D0), u konstans. Tehat R a Laplace operatornak
a homogén peremfeltételhez (R=0) tartozo sajatfiiggvénye, u pedig a sajatértéke. A Laplace

operator sajatértékeinek tulajdonsagai:

-megszamlalhatoan végtelen sok sajatérték 1étezik,

-mindegyikiik negativ,

-sorbarendezve: 0>pu > 1,>... €s yy-tart minusz végtelenhez, amint n tart végtelenhez.
-hasonlé alaku testeknél a sajatértékek sorozata is hasonlo, p; cc=(1/d)?, ahol d a test atméréje.
A sajatfiiggvényeknek pedig a kovetkez6 sajatsagaik vannak:

- a sajatfliggvények teljes rendszert alkotnak, linearis kombinacioval minden, a hataron eltiind

folytonos fiiggvény eléallithato,



- a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatfiiggvények ortogonalisak,

- az egy sajatértékhez tartozé sajatfiiggvények linearis kombindcidja is ugyanezen sajatértékhez

tartozo sajatfiiggvény.

Egy adott sajatérték esetén az idofiiggést leird egyenlet: u=(d6/dt)/(DO). Ennek megoldasa: 6=exp(-
t/t), ahol a 1 relaxacios ido: t=-1/(uD). Tehat a p, sajatértékhez tartozik egy T,=R,(r)exp(-t/t,)

normal mddus, a 1, relaxacios idével lecseng6 sajatfiiggvény.

A hévezetési kezdetiérték-probléma megoldasat a sajatértékekhez tartozé "allohullamok" (normal
modusok) linearis kombinacidjaként kapjuk: T(r,t)=Za,T,, ahol az a, egyiitthatokat a kezdeti
feltételnek a sajatfiiggvények szerinti sorbafejtésébol kapjuk meg: T(r,0)= Za,R,(r).

A T soraban minden tag "lecseng" (tart 0-hoz, amint az id6 tart végtelenhez), legtovabb a

legnagyobb relaxacids idejli marad meg, tehat a p,-hez tartozo t,=-1/(u;D).

7. Diffaizidegyenlet: oc/0t-DAc=f. D: diffuzios egyiitthatd, c: koncentracio, f: forrastag (ha van).

Diffuzios aramstrtség, Fick elso torvénye: J=-Dgradc.

Termodifftizio: J=-Dgradc-L.,gradT, tehat az anyagdramot nemcsak a koncentraci6 gradiense,
hanem a hdmérséklet gradiense is befolyasolja, L.y ennek a kereszteffektusnak a vezetési

tényezdje. Ugyanekkor a hdaram: J =-L,.gradc-AgradT. Reciprocitds: Leq =Lgc .

Reagalo-diffundalo rendszerek. Reakcio-diffuzid egyenlet: dc/ot=J(c)+DAc. c=(cy,...,Cx),
J=(J4,...,J%), D: k x k-s matrix.

Turing szerkezetek. Egyensulytol tavol tartott rendszerek két kornyezettel. Bénard és

multikomponenses konvekcio, kettds diffuzio.

Membran-transzport folyamatok.

A membrén révid definicidja: Két fazist egymastdl elvalasztd harmadik fazis.

Bdvebb definicié: Két (altalaban homogénnek tekinthetd) fluid (gaz v. folyadék) fazist elvalasztd olyan harmadik fazis vagy
Osszetett szerkezet, amelyen keresztiil szelektiv transzport lehetséges.

(A bévebb definici6 indoklasa: ha az elvalasztas teljesen atnemeresztd (impermeabilis), akkor inkabb ,,fal”’-nak nevezziik, a
szelektivitast nem mutato, tehat minden kémiai komponenst egyforman atereszté atmenet pedig tulajdonképpen egy nyilas vagy
cs0.)

Elnevezések: impermeabilis: ateresztd, szemipermedabilis: féligateresztd, permeabilis: ateresztd

Membranok osztalyozésa tobbféle szempont szerint Természetes (pl. sejtfal, sejten beliili biologiai
membranok) -mesterséges (bar ez sem mindig teljesen szintetikus alapanyagu pl. regeneralt celluloz,
celofan, nitrocelluloz).

Szervetlen (pl. livegszlrOpapir, aluminiumoxidbdl késziilt porusos sziird: Anopore) — szerves
(természetes és szintetikus polimerek: polikarbonat, poliszulfon).




Porusos (pl. szliréshez hasznalt celluloz-észterekbol késziilt membranok) — pérusmentes (pl.
gazpermeaciohoz hasznalt szilikongumi membranok).

Toltott (ioncserélo. fixalt toltést tartalmazd) — semleges (fixalt toltést nem tartalmazo).

Szimmetrikus (a membran mindkét feliilete azomos szerkezetil) - aszimmetrikus (a membran két oldala
kiilonbo6zo, egyik fele pl. porusos, a masik porusmentes, ilyeneket alkalmaznak forditott 0zmozis esetén).
Egyszerii — dsszetett (pl. réteges v. laminalt)

Tovabbi osztalyozdsok:

- a polimer membranok anyaga szerint (pl. celluldz acetat, Teflon),

- a membrankészités modja szerint (pl. fazisinverziés membran)

- a felhasznalas maddja szerint (pl. ultrasziiré membran).

A membran-transzport jelenségek rovid attekintése
Ha a membran altal elvalasztott két fazis kozott nincs egyenstly, akkor 1étrejohet a membran-
transzport. A membran-transzport jelenségeket, illetve szeparacids folyamatokat tobb szempont
szerint lehet osztalyozni, csoportositani. A kiillonb6z6 felosztasok altalaban a gyakorlati
felhasznalasokat, illetve a gyakorlatban fontos jelenségeket tekintik, és ezt veszik alapul. Ennek
megfeleléen a membran-szeparacids eljarasokat illetve membran-transzport jelenségeket az alabbi
nagyobb fejzetekben szoktak targyalni:
1) ozmdzis, forditott ozmoézis (Ap),
2) hipersziirés, ultraszlirés, mikrosziirés és ,,kozonséges” szlirés (Ap),
3) dializis (Ac),
4) gaz-permedcio (Ac, vagy parcialis nyomas kiilonbség),
5) pervaporacio (Ac, vagy parcialis nyomas kiilonbség),
6) folyadék-membran miiveletek (Ac),
7) elektrodializis (Ao),
8) membran- (Donnan-) potencial,
9) bioldgiai membranok és aktiv transzport.
(Zarojelben a transzport hajtoerejét tiintettiik fel: Ap a nyomaskiilonbség, Ac a
koncentraciokiilonbség, A¢ az elektromos potencialkiilonbség. Altalanosan a hajtoerd egy jellemzé
intenziv valtozo értékének kiillonbsége a membran két oldalan: Ap).
A fenti mlveletek/jelenségek magyarazata néhany egyszerl példan keresztul
1) Ozmozis: a vizbe tett sz6l0szem kireped. (Magyarazzuk el, hogy miért?)

Forditott ozmozis: viztisztitas. (Miért &ramlik a viz a nyomas hatasara a sds vizbél a tiszta viz felé? )

A viz kémiai potencidlja

uviz = po + RTIn(aviz) + Vvizp
ahol uyiz a viz kémiai potencialja, ayiz az aktivitasa, Vyiz pedig a molaris térfogata. Ha x az oldott
anyag moltortje, és hig az oldat, vagyis x<<1, akkor a Raoult torvény szerint
aviz ® Xyiz = 1-X,
¢s ha x joval kisebb mint 1, akkor jo kozelitéssel érvényes az is, hogy
In(1-x) = -x.
fgy amennyiben tiszta viz érintkezik egy oldattal egy ozmotikus membranon keresztiil, és a két
oldalon a viz kémiai potencialja megegyezik (vagyis a vizre nézve egyensuly van), akkor a 7t
nyomaskiilonbség
T = RTX/VVI'Z = RTC,
ahol c=x/V=~x/Vviz, ahol V az oldat molaris térfogata (az a térfogat, amiben Gsszesen 1 mol anyag
van) nagyjabol megegyezik a viz molaris térfogataval.
Szampélda: 3 sulyszazalékos oldat 7 (NaCl mélsuly: 58.45, 2 ion) = 25.4 bar
n(albumin mélstly: 65000) = 0.01 bar, n( szuszpenzié 1 ng-os részecskékkel)= 10" bar.

2) A mikrosziirés csak a szilard részecskéket tartja vissza, az ultrasziirés mar a
makromolekulédkat is (oldott polimerek), mig a hipersziirés (ez a forditott ozmozis!) az olddszeren
kiviil a kis molekulasulyt oldott komponenseket is (pl. NaCl). Részecskeméret szerint: hiper: 0.1- 1



3)

4)

nm, ultra: 1-100 nm, mikro: 0.1- 10 pm. Az oldészer aramlas hajtoereje a nyomaskiilonbség. A
szelektivitas forrasa a membran porusmérete a mikro és ultrasziirés esetén.

A forditott ozmozisnal oldhatosag €s diffuzivitas differencia van (a vékony ,,b6r”-ben csak az
oldoszer oldodik, ide az oldott anyag nem tud beoldodni és diffundalni).

Dializis: a koncentraciogradiens a hajtéerd. A membranon a kismolekulaju
anyagok at tudnak menni diffuzioval, a nagymolekulaju anyagok azonban
nem. Pl. egy fehérjeoldatot, amit konyhaso szennyez, meg tudunk tisztitani,
ha az oldatot egy celofan tasakba zarva, azt tiszta vizbe logatjuk.
Vesedializis: a vért tisztitja meg a kismolekulaju anyagceseretermékektol.

Géazpermeacio: oldodas + diffuzio.

PL. Trinitrotoluol 1000-szer gyorsabban megy at szilikongumi membranon,
mint a hidrogén. Igy pl. a tomegspektrométer nagy vakumaba szelektiven
(a levegd sok oxigénjétdl és nitrogénjétdl nagyjabol elvalasztva) juttathatod
be a robbandanyag gbéze. A 1ényeg:

Permeabilitas = Oldhatésdg x Diffazivitas

5)

6)

7)

8)

De oxigénsatrakat is csinalnak igy, amikor a levegd oxigénje jobban megy at
egy membranon, mint a nitrogén, és ezt hasznaljak dusitasra.

Pervaporacio: a gazpermeacio és parologtatas kombinacioja. Pl. alkohol-viz
elegybdl egy vizateresztd membranon keresztiil szelektiven parologtatjak el
a vizet. (Igy az azeotrop probléma megkertiilhetd.)

Folyadék-membran miiveletek. Pl. két vizes fazis kozott szelektiven atengedd

szerves oldoszer fazis. El6szor ,,viz az olajban” emulziot készitenek, majd ezt

emulgealjak vizben. Esetleg ,,szallitdmolekulat” adnak a szerves oldészerhez: ilyenek pl. a
koronaéterek. Ezek fémionokat komplexalva szallitanak at a szerves fazison keresztiil az egyik vizes
fazisbol a masikba.

Elektrodializis. Ioncserélé6 membranokon folyik at az aram. P1. konyhasoé oldatat vezetjiik be egy
olyan szerkezetbe, ahol valtakozva vannak anioncserél6 €s kationcserélé mebranok. Ha az aram balrél
jobbra folyik (a pozitiv ionok mozgasiranya), akkor mondjuk egy olyan kompartmentbdl, amit balrél
anioncseréld, jobbrol pedig kationcseréld membran hatarol, az ionok tdvoznak, mert innen kilépni
tudnak, de belépni nem. Tehat egy ilyen kompartmentben csdkken a s6 koncentracioja, mig a
szomszédos két kompartmentben né. Elsdsorban so6oldat toményitésére hasznaljak. Bipolaris
membranokkal a soénak a savra és lagra bontésa is lehetséges. (Szerkezet: anioncserélé m. ,
kationcseréld m. bipolaris m . majd imét anioncseréld kationcseréld és bipolaris membran. stb.)

Membran- (Donnan-) potencial. T6ltott membran hataran a koncentracio-gradiens és a
potencialgradiens egymassal egyensulyt tart. A Nernst-Planck egyenletek pl. egy egyértékii kationra:
Jk = Dk {-gradck —cxgrade},
ahol Ji a kation (pl. kalium ion) aramsiriisége, Dy a diffuzids allandoja, cx a
koncentracidja, ¢ pedig a dimenziomentes elektromos potencial
o=0/d(skala). ¢p(skala) = RT/zF. (T= 298 °C-on z=1 esetén
o(skala) = 25,7 mV .) Hasonloképpen egy anionra (pl. klorid)
Jo = Deai{-gradcc; + coigrado}.
A fenti két egyenletbdl, és abbol a feltételbol, hogy mindkét aram nulla,
valamint az elektroneutralitas feltételébol kaphatd a Donnan potencial.
Ha ¢ a KCl koncentracioja a vizes oldatban, amely egy olyan kation-
cserél6 membrannal érintkezik, amelyben a fixalt anionok koncentracioja
a, akkor a kovetkez6 egyenletek irhatok fel egy dimenzidban:



-jK/DK= dey/dx + CKd(p/dX =0,
amely egyenletet ck-val végigosztva (feltételezve hogy ck # 0) azt kapjuk, hogy
dlin(ck) + ¢ ]1=0,
vagyis
In(ck) + ¢ = allandd (a helytdl figgetlen).
Ha ugyanezt az egyenletet a klorid ionokra irjuk fel, akkor hasonlé egyenletet
kapunk, csak most a potencial ellentétes eldjellel jelenik meg:
In(cq) - @ = allando.

A két egyenlet 6sszegébdl pedig a potencial kiesik, és azt kapjuk, hogy

In(ck) + In(cg) = allando,
vagyis

Ck-Ccl = helytél fuggetlen allando.
Tehat ha a vékony hatarréteg egyik oldalan az elektrolit belsejében 1-es indexszel jeldljik a
koncentraciokat és a potencialt, a gél belsejében pedig 2-es indexszel, akkor egyrészt
Cci1* Ck1 = Cci2* Ck2 -

masrészt példaul a kalium ionra

In(ckr) + @1 = In(Ck2) + @2,
vagyis a Agp = ¢, - @1 Donnan potencialra az alabbi relaciot irhatjuk fel:

A@p = -In(Ck2/Ck1).
Ha még az elektroneutralitast is figyelembe vesszik, akkor
] Ccit= Ck1 = Co, Vagyis Ccir- Ck1=Co’
és
Cciz = Ck2 — a.
Ezekbdl az egyenletekbdl a kalium ion koncentracio a gél belsejében kifejezhetd, mint a
kllsé ¢, elektrolit-koncentracio és a fixalt anion koncentracié fliggvénye:
Crz = (al2){1 + sqrt[1 + 4 (co/a)’]}.
Ha a kicsi co-hoz képest, akkor j6 kozelitéssel igaz, hogy
ke = (al2){1 + sqrt[1 + 4 (co/a)’]} ~ (a/2)[1 + 2(co/a)] = ¢, +a/2.

A Donnan potencial pedig

Agp = -In(Ca/Crir)= -In{ (a/2Co){1 + sqrt[1 + 4 (cola)’[}}.
Amennyiben a<<c,, akkor j6 kozelitéssel igaz, hogy

App = - In(1+a/2cy) ~ -al2c,.

A negativ el6jel arra utal, hogy a gél potencialja az oldathoz képest negativ. Ez a
potencialkiilonbség okozza, hogy a gélben I1évé magasabb kaliumion koncentracié dacara
sem aramlanak ki a kaliumionok a kulsé elektrolitba, illetve, hogy onnan nem Iépnek be
klorid ionok, annak dacara, hogy a gélben kisebb a klorid ionok koncentracidja, mint a kilsé
elektrolitban. Az eredményt dimenzidmentes potencialban kaptuk, ha tehat millivoltban
akarjuk kifejezni, akkor be kell szorozni 25.7mV-al.

Szampélda: co= 0.01 M a=0.001 M, ekkor alkalmazhato a kézelité formula és a Donnan
potencial aranylag kicsi -1.3 mV . Ha viszont forditott a helyzet, vagyis co= 0.001 M a=0.01
M, akkor

Agp = -In{ 5[1 + sqgrt(1 + 0.04)]} = 2.3,
Adp =-59 mV.
Lathato tehat, ha a>>c,, akkor a kozelité formula
A@p = - In(a/cy).
9) Bioldgiai membranok és aktiv transzport. loncsatornak (Roderick MacKinnon,

Nobel dij 2003: The Atomic Basis of Selective lon Conduction in Potassium Channels ),
ionpumpak (Peter Mitchell, Nobel dij 1978) kemiozmotikus ATP szintézis: a hidrogén-ion pumpat a
metabolizmus vagy a fotoredox lanc hajtja, a hidrogénion gradienst pedig az ATP szintézis
hasznositja. A transzport és a metabolizmus csatolasa: ,,vektorialis metabolizmus”. Na-K pumpa.



Membranok elgallitasa

Fazisinverzio (celluloz észterek, poliszulfon), ,.track etching” (polikarbonat), ,,stretching” (teflon,
polietilén, polipropilén), szinterezés (livegszal, polimerszalak, illetve porok), anddos oxidacio

(aluminium oxid markanév: Anotek, Anopore). Membranmodulok: tekercs, lireges szal stb.

8. Diffuzid koncentracioval aranyos forrastaggal: dc/0t-DAc=kc, ahol k konstans. Valtozok
szeparalasa: c¢(r,t)=R(r)0O(t), peremfeltétel: c=0. AR/R = (d®/dt)/(D®)-k/D=p. A megoldas
ugyanolyan alakt, mint a 6. tételben (c(r,t)=2R;(r)exp(-t/t;.)), eltérés csak a karakterisztikus
idékben van: t;.=-1/(uD+k). Ha k<0 (diffuzié bomlassal), akkor a megoldasok jellege ugyanaz,
csak a lecsengés gyorsabb. Ha k>0 (diffuzié forrassal), akkor a karakterisztikus idék
megnovekednek. Robbanas kovetkezik be, ha valamelyik t; értéke negativ lesz (eldszor a t;, hiszen
az a legnagyobb, ekkor a ¢c=0 stacionarius megoldas instabil lesz, és legalabb az els6 tag
exponencialisan novekszik. Stabilitasvesztés feltétele: k+u,;D=0. Atomenergia: uranatom

hasadasa, neutrondiffizid, kritikus méret. Atombomba és atomreaktor.

Napi és évi hdmérsékletingadozdsok modellezése: szinuszos peremfeltétel: T(0,t)=A,cosmt,

egydimenzios hévezetés: dT/0t-DO*T/0x*=0. Aszimptotikus megoldas hosszu id6 utan:

T(x,t)=Acosw(t-1), ahol A=Ayexp(-ax), 7=ax, a=SQRT(w/2D).

Csillapodo, haladé hullamokat kaptunk, a csillapodas és az id6késés is fiigg az w-tol, tehat napi
ingadozasra a csillapodas és a faziskésés is kb SQRT(365)-szordse, azaz kb 19-szerese az évinek.

Az évi ingadozas fazissebessége nagysagrendben 1m/hdnap.

Kb 20 m-nél mélyebben mar az évi ingadozas sem észlelhetd. Viszont befelé melegebb van,
geotermikus gradiens: 1/30-1/50 K/m. Ennek egyik kézenfekvé magyardzata: talan még nem hilt
ki a Fold. Ezen alapult egy korbecslés. Modell: kézetek valamikor olvadt allapotban, gémbalak
lehiilése ettdl szamitva, a mostani felszini geotermikus gradiens mért értékébdl 24 millid év
adodott a Fold korara — Kelvin szamitasa. Geoldgiai becslésekbdl, radioaktiv kormeghatarozasbol
viszont milliard évek jonnek. A paradoxon feloldasa: héforrasok vanak a Foldben, pl. radioaktiv

kozetek miatt.

9. Kémiai egyenlet: baloldalan a reagensek, jobbon termékek. Mechanizmus: a reakciok kémiai

egyenletei. Ha K komponens van és r reakcio, akkor a mechanizmus altalaban:

2viiX; =Evij*Xj, ahol vjj, vij*: sztochiometriai egyttthatok, i=1,2,...,r, j=1,2,...,K.

“yey

ahol J; az i-edik reakcid reakciosebessége.



Sebességi egyenlet: hogyan fligg a reakcidsebesség a koncentracioktol. Valosziniiségi okoskodas

kis koncentracidkra: tomeghataskinetika, J a reagensek koncentracioinak szorzata:

J=kiII(x"vy)), k: sebességi egyiitthato.

Példa. A Lotka-Volterra rendszer mechanizmusa: X—2X, X+Y—2Y, Y— . Az elso
reakcioban X szaporodik, a masodikban X Y-na alakul (X: zsdkmany, Y: ragadozo), a
harmadikban Y bomlik. Kinetikai differencidlegyenletek: a sebességi egyenleteket
behelyettesitjiik a komponensek anyagmérlegébe. A Lotka-Volterra rendszer
(konstanssal valo szorzas) ez egyszeriibb alakra hozhat6, az egyik ilyen legegyszeriibb
alak: dX/dT=X-Y, dY/dT=C(XY-Y).: Megoldas: a masodik egyenletet osztjuk az elsdvel,
majd szeparalunk, és integraldssal kapjuk a rendszer els6 integraljat: E(X, Y)=(X-
InX)+(Y-InY)/C.

Trajektoriak a fazistérben zart gérbék; konzervativ oszcillaciok.

Anyagtranszport szempontjabodl nyitott rendszereknél az egyes komponensek be- illetve
kiaramolhatnak, a mérlegegyenletben ezt bearamlasnal pl. konstans pozitiv, kiaramlasnal a

koncentracioval ardnyos negativ tag irhatja le.

10. Hamiltoni mechanika.

Mechanikai rendszer helyzetének megadasa: altalanos koordinatak: q; (i= 1,...,f; f:
szabadsagi fok.) Kinetikus energia: T = Xajk(q)(dqi/dt)(dqi/dt), az 4ltalanos sebességek
homogén kvadratikus alakja. Minden q; altalanos koordinatdhoz definidlunk egy

hozzarendelt, igymond kanonikusan konjugalt altalanos impulzust: p; =0T/0(dq;/dt).

Kanonikus valtozok: az altalanos koordinaték és az altalanos impulzusok, (q,p), ezek tere a
2f dimenzids fazistér: (q,p). A fazis felel meg a mechanikai allapotnak, ami magéban

foglalja a helyet és az impulzust is.

Konzervativ rendszer: 1étezik potencialis energia, ez csak a koordinataktol fiigg: V(q).

Mechanikai energia: T+V. Hamilton fiiggvény: a mechanikai energia a kanonikus valtozok
fliggvényeként kifejezve: H(q,p). A kanonikus mozgasegyeneletek (Hamilton-egyenletek):
dqi/dt=0H/0p;, dpi/dt=-0H/0q;. Az els6 egyenlet az impulzus és a sebesség kapcsolatat adja

meg, a masodik az impulzustétel.



Fazisfiiggvény idoderivaltja:

dF/dt=%((0F/0qi)dqi/dt+(0F/0pi)dpi/dt =Z[(0F/0q;)(OH/0pi)-(0F/0pi)(0H/0q;)]. Az utdbbi
szogletes zardjeles kifejezés a Poisson-zarodjel, ami két fazisfiiggvényhez rendel egy ujabb
fazistiiggvényt a

[A,B]=2[(0A/0q:)(OB/0pi)-(OA/0pi)(OB/0qi)].

A Poisson-zarojel a vektori szorzathoz hasonloan bilinearis, antiszimmetrikus miivelet:
[A,B]=-[B,A].

Ha az F fazisfiiggvény még explicite is fiigg az id6tdl, akkor

dF(q,p.t)/dt=0F/ot+[F,H]

A H idéderivaltja a Poisson-zardjel antiszimmetrikus voltabol kovetkezden zérus:

dH/dt=[H,H]=0.

Ez a mechanikai energia megmaradasanak tétele.

Statisztikai sokasdg. A statisztikus fizika l1ényege: a rendszert nagyon sok példanyban

képzeljiik el, és az igy kapott statisztikus sokasagbol sziiriink le valoszintiségi

kijelentéseket pl. a fizikai mennyiségek atlagértékére és szorasara.

A statisztikus sokasag leirdasdhoz a fazisteret "fazisfolyadékkal" toltjiik ki, valamilyen
p(g,p,t) stiriségfiiggvény szerint. A sokasag staciondrius, ha p expliciten nem fiigg az
1d06tdl, csak a fazisvaltozokon keresztiil: p(q,p). A rendszer legyen hamiltoni, tehat a

fazistérben a q és p valtozok valtozasat, azaz az allapot idobeli fejlédését a Hamilton-

egyenletek irjak le, ez a fazistér természetes mozgasa.

A statisztikus sokasagot tehat ugy tekinthetjiik, mint egy p stirtiségli fazisfolyadékot, ami a
fazistér természetes mozgasaval egyiitt aramlik. Feltételezziik, hopy a fazisfolyadék
mennyisége (virtualis "tomege”) egyszer s mindenkorra adott, rendszerint 1-nek vessziik,
azaz a siirliségnek a teljes fazistérre vett ingegralja 1: [pdQ=1 (normalasi feltétel), ahol dQ
a fazistérfogatelem: dQQ=dq;...dqedp;...dps. Azt is feltételezziik, hogy a fazisfolyadék
aramléasa forrasmentes: azaz csak a természetes mozgas révén valtozik a sokasag eloszlasa

a fazistérben, nincsenek forrasai és nyeldi. Ekkor tehat a fazisfolyadék lokalis



mérlegegyenlete: Op/ot+divJ=0, ahol J a fazisfolyadék armasiirlisége, ami ugyanugy, mint
a tomegaramnal: J=pv, ahol v az aramlas sebessége. A szubsztancidlis (tomeg)mérleg
pedig: dp/dt+pdivv=0. Konnyen lathatd, hogy divv=2((d(dqi/dt)/0q;) +(0(dpi/dt)/Opi))=
2((0((0H/0pi)2q;i) - (0(0H/0q;i)/0pi)=0, tehat a fazisfolyadék inkompressszibilis. Mas szoval
ha a fazistér egy részének térfogatat nézziik, ez a térfogat a fazistér természetes mozgasa
soran megmarad — ezt nevezik Liouville tételének, és ez a konzervativ hamiltoni

rendszerekre jellemzd.

Azt kaptuk tehat, hogy a fazisfolyadék inkompresszibilis, azaz szubsztancialis
idéderivaltja zérus: dp/dt=0. A lokalis idéderivaltra dp/dt=0p/ot+[p,H] miatt az adodik,
hogy op/ot=-[p,H].

Stacionarius sokasagot tehat akkor kaphatunk, ha [p,H]=0. Ez teljesiil, ha p a H
fliggvénye, mert ekkor [p,H]=dp/dH[H,H]=0. A legfontosabb statisztikus sokasagok
stirliségtiiggvénye valdban a H fliggvénye, ezért ezek a sokasagok stacionariusok, a

fazisfolyadékuk inkompresszibilis és d&ramlasa staciondrius.

Kanonikus sokasdg. Kézenfekvd lenne feltételezni, hogy a stirliség allandé. Ez azt

jelentené, hogy a fazistérben nincsenek kitiintetett részek, csak a térfogattdl fiigg annak
valésziniisége, hogy a rendszer ott van. Ha azonban adott a hdmérséklet, akkor ez a feltétel
talalhatd. Adott T hdmérsékletii rendszert ir le a kanonikus eloszlas, amelynek a
strtiségfiiggvénye: p=poexp(-H/kT), ahol py a normalasi feltételbdl adodik, k pedig a
Boltzmann-allando.

A kanonikus eloszlas alkalmazasaként tekintsiink két egyszerti problémat: idedlis gaz
sebességeloszlasat, valamint a barometrikus formulat. Ezekben az esetekben és sok mas
fontos alkalmazasban Iényegileg a statisztikus sokasag elemeinek az energia szerinti
eloszlasa érdekel benniinket. Altalanossagban elmondhato, hogy ilyenkor a fazisteret E és
E+dE kozti energiahéjakra bontjuk. Jeldljiik a fazistér e részének térfogatat, (ami mivel
vékony elemi héjrol van szo, ezért aranyos dE-vel) igy: dQ=g(E)dE. Ekkor tehat ebben a
héjban Kg(E)exp(-E/kT)dE fazisfolyadék lesz, ahol a K a normélasboél adodik.

Barometrikus magassdgformula. Tekintsiink egyetlen m tomegii molekulat egy fliggdleges,

végtelen magas hengerben. A falat most nem merev falnak tételezziikfel, hanem
molekularis szerkezetii T hdmérsékletl falnak, amivel a molekula iitkdzik, energidt vesz
fel vagy ad le a faltol, igy all be a termikus egyensuly a fallal. Mi a valészinisége, hogy z

¢s z+dz kozotti magassagban legyen a molekula? Mivel most az impulzustérrel nem kell



torédniink, a fazistér szobanforg6 térfogata dz-vel ardnyos, s igy a keresett eloszléas

egyszeriien adddik a kanonikus eloszlasbol:

f(z)= K exp(-mgz/kT), ahol K normalasi konstans. Ha az idealis gdz molekuldi eloszlasat
nézziik a fliggdleges hengerben, ebbdl azt kapjuk, hogy a gaz p slirlisége exponencialisan

csokken a magassaggal:
p(z)= po exp(-mgz/kT)= po exp(-Mgz/RT), ahol M a molaris tomeg, R a gazallando,
po=pedig a gaz stirlisége a z=0 szinten. [zoterm T hdmérsékletli gazrol 1évén szd, a nyomads

ugyanigy valtozik:p(z)= po exp(-mgz/kT)= po exp(-Mgz/RT),

Maxwell-Boltzmann sebességeloszlds. Rendszeriink 4lljon egyetlen m tomegi

tomegpontbol, ami egy V térfogati edénybe van bezarva. Nézziikk meg, mennyi a
valdésziniisége annak, hogy a pont sebességének nagysaga a v, v+dv intervallumba essen!
A striségfiiggvénnyel kifejezve ez a valosziniiség a szoban forgd fazistérfogatban 1évo
fazisfolyadék relativ mennyisége. Mivel a v és v+dv kozotti rész a fazistérfogat
impulzustérbeli részében egy mv sugarl, mdv vastagsagli gdmbhéj, ezért ez a
valdszinliség: p4n m’v2dvV, feltéve, hogy p 1-re normalt, azaz a teljes fazistérben

egységnyi fazisfolyadék van: [p4nm’vidvV=1

A kanonikus eloszlas stirliségfiiggvényét hasznalva azt kapjuk, hogy a keresett

sebességeloszlas:

f(V)=KV26Xp(-(1/2)1’1’1V2)/kT), ahol a K konstans értéke a normalasi feltételbol hatarozhato

meg.

koordinata vagy impulzus a H fliggény egy kiilonall6 tagjaban és kvadratikusan fordul eld,

akkor erre a szabadsagi fokra jutd energia atlaga: (72)kT.

11. A kinetikus elmélet alapjai

Idealis gaz. klasszikus és kvantumstatisztikak.

A gazok kinetikus elmélete mar joval a statisztikus mechanika eldtt megvolt. A statisztikus
mechanikaban a rendszert képzeljiik el sok példanyban, mig a gazok kinetikus elméletében
a sokasag ténylegesen a gazt alkotdé molekuldk sokasaga. A kinetikus elmélet eredményei

egzaktul megkaphatok a statisztikus mechanikabol, de egyszeriibb, kevesebb elméleti



megfontoléast igényld, bar kevésbé egzakt megfontolasokbol is megkaphatok.

Az idedlis gaz egyforma részecskékbdl (tomegpontokbdl, molekuldkbol) allé rendszer. A
most ismertetendd egyszerii gondolatmenet akkor is alkalmazhato, ha a gaz "molekulai” a

kvantummechanika térvényszertségeit koveto részecskek, pl. elemi részek.

A kvantumrendszerek egyik legfontosabb sajatsaga, hogy a fizikai mennyiségek nem
vehetnek fel minden értéket, hanem kvantaltak, igy pl. az energia megengedett értékei az
E;i=1,2,....energiaszintek. Az 0sszes részecskék szamat jeloljiik N-nel, az i-edik
energiaszinten 1évo részecskék szamat jeldljiik Ni-vel. A makrodllapot megadésa azt
jelenti, hogy megmondjuk: melyik szinten hany részecske van, tehat a makrodllapot az

{N,N2,Ns,....} sorozattal jellemezhetd (szintek kozotti eloszlas).

Az adott makroallapoton beliill még 4ltalaban nagyon sok lehetdség van. A mikroallapot a

lehetd legrészletesebb leirast adja meg.

Jeldljiik az 1-edik energiaszinten 1évo allapotok (cellak) szamat g(E;)-vel. A
kvantummechanikaban ez a szam a stacionarius Schrodinger-egyenlet megoldasaval
adodik, pl. a H atom esetén a fékvantumszam adja meg az energiat, mig az adott
fokvantumszamhoz tartozo allapotokat a mellék-, magneses és spinkvantumszamok adjak
meg. Klasszikus részecskékre az adott energiahéj térfogatdval ardnyosnak vesziik az
allapotok szamat, mégpedig ugy, hogy a fazistérfogatot h? térfogata cellakra osztjuk,
minden cella egy allapotnak felel meg. Ez az eljaras azt a szemléletet tiikkrozi, hogy bar a
részecskék mindenképpen kvantumviselkedést mutatnak, bizonyos kozelitésben
klasszikusként is felfoghatok, de beépitjiik a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaciot: a h?
nagysagu térfogaton beliil mar a sziikségszerli mérési hibak miatt tovabbi felbontasnak

nincs fizikai jelentdsége.
Ilyen megfontolassal a klasszikus és kvantum idedlis gaz egyiitt targyalhato.

A feladat a makroallapot meghatarozasa termodinamikai egyenstulyban, T homérsékleten.
Jeloljik W-vel az adott makroallapothoz tartozé mikroallapotok szamat, ez a makroallapot
statisztikus sulya (termodinamikai valoszinlisége). Az adott energiaszinten beliil tehat

egyforman valdszinilinek tekintjiik a kiilonbozd allapotokat.

A kiilonboz6 makroallapotokhoz kiilonb6zé W tartozik. Keressiik a legvaldszinlibb
makroallapotot, azaz azt, amire W maximalis. Két mellékfeltételt azonben figyelembe kell

vennink:



2N;=N (az 6sszes molekula szdma adott)
YN;E;=E (a rendszer 0sszenergiaja adott).

Vezessiik be a betoltési szamot: f(E;)=Ni/g(E;). A W= maximum kovetelménybdl a fenti
mellékfeltételekkel meghatarozhatjuk a legvaldsziniibb eloszlast, az ehhez tartoz6 betdltési
szam adja meg termodinamikai egyensulyi allapotban az adott szinten a cellak

betoltottségét: atlagosan hany részecske jut egy cellara.

A W kiszamitasi mdodjanal térnek el az egyes statisztikak. A klasszikus (Maxwell-
Boltzmann) statisztikdban a részecskék megkiilonboztethetdek, és igy két részecske
felcserélése mas mikroallapothoz vezet. A kvantummechanikai részecskék elvileg
megkiilonboztethetetlenek: a részecskék cseréje nem vezet mas mikroallapothoz. A
klasszikus mikroallapot: melyik részecske melyik cellaban van? A kvantum mikroallapot:

hany részecske van az egyes cellakban?

A kvantummechanikai részecskék a spin szerint két osztalyba tartoznak. A fermionok feles
(mas szoval paratlan) spiniiek, a bozonok egész (mas szdoval paros) spintiek. A spin
tulajdonképpen a részecske belsé impulzusmomentuma, amelynek értéke a redukalt Planck
allando felének (h/4m -nek) egész szamu tobbszordse lehet. Az elektronok, protonok,
neutronok fermionok, spinjiik h/4n, a foton pedig bozon, spinje h/2x...Pératlan szdmu

fermionbdl all6 részecske is fermion, mig paros szamu fermionbol all6 részecske bozon.

A fermionokra érvényes a Pauli-féle kizarasi elv: egy allapotban legfeljebb egy részecske
lehet, tehat a fermionoknal a mikroallapot megadasa: megadjuk, mely cellak vannak
betdltve. Bozonokra nincs ilyen korlat: egy allapotban akarhany bozon lehet. A haromféle
statisztikdban mas a makroallapot statisztikus sulya, s igy a maximalis W-hez tartozé

betdltési szam is. Osszefoglalva a végeredményt, a betdltési szam 4ltalanos alakja:
f(E) = 1/(a exp(-E/kT) +b)

Maxwell-Boltzmann statisztika: megkiilonboztethetd részecskék, b=0.
Bose-Einstein statisztika: megkiilonboztethetetlen részecskék, b=-1.

Fermi-Dirac statisztika: megkiilonbdztethetetlen részecskék, egy celldban nem lehet tobb

részecske, b=1.



Az a paraméter a normalasi feltételbdl jon ki. A fotonstatisztikanak a jellegzetessége, hogy
a fotonok 0sszdarabszama, N nincs megadva, a fotonok keletkezhetnek és elnyelédhetnek

az ureg faldban, s ekkor a=1.

A Bose-Einstein statisztika alacsony hdmérsékleten kiilonds eredményre vezet.
Eldéfordulhat, hogy az adott N részecskeszamhoz nem taldlunk megfelel6 a értéket, s ekkor
ugy vehetjiik, hogy a részecskék egy — makroszkopikus szempontbol is jelentékeny —
része, mondjuk Ny alapallapotban (E=0) van, az alapallapott cellaban zstfolodik 6ssze,
csak a tobbi, N-Nj koveti a BE-closzlast. Ezzel az in. Bose-kondenzacidoval magyarazhat6
két, alacsony homérsékleti jelenség: a szupravezetés és a szuperfolyékonysag. A
jelenségeket mar majd szaz éve észlelték: par kelvinen egyes fémek ellenallasa zérus lett,
illetve a szuperfolyékony hélium aramladsa veszteségmentes, nincs viszkozitas. Az
alapallapotban 1év6 részecskék veszteségek, surlédas nélkiil tudnak mozogni, ezért
ezekben a kivételes, csak kvantumelmélettel magyarazhat6 transzportfolyamatokban nem
1ép fel disszipacid. A szupravezetés elméletében a fermion elektronok parokba allnak

0ssze, és ezek a parok mar bozonok.

A makroszkdpikus fogalmak elemi kinetikus értelmezése klasszikus MB-gazra.

e

jut, ahol f a molekula szabadsagi foka. Ha a molekulat merev testnek vehetjiik, akkor
egyatomosnal =3, kétatomosnal f=5, tobbatomosnal (tipikus esetben, amikor a molekula

atomjai nem egy egyenesben vannak) f=6.
Vezessiik be a gaz molekulaira vett atlag jeldlésére a csticsos zardjelet:

<b>=Zbi/N, ahol b; jeloli egy tetszéleges b fizikai mennyiségnek az i-edik részecskére

vonatkozo értékét.

Egyatomos molekula esetén tehat

(1/2)kT=<(1/2)m;v4>>, hasonléan az y és z komponensekre,
(3/2)kT=<(1/2)mv*>

Az idedlis gaz belsd energidjat a molekulak kinetikus energiaja jelenti, ezért egy mol gaz
belsd energiaja: U=(f/2)RT.



Az aramstriség kinetikus értelmezéséhez tekintsiink egy kis feliiletet, e feliileten
idéegység alatt &tmend molekuldk szamabol a részecskedramsiiriiség (idéegység alatt
feliiletegységen atment részecskék szama) abban az esetben, ha minden molekula

sebessége v:
J=pnv  pn: részecskeszamsiiriiség
Az aramstriiség vektoranak irdnya megegyezik a sebességvektor iranyaval.

Ha a Q extenziv fizikai mennyiség egy molekuldra vonatkozé értéke q, akkor ezen Q

mennyiség aramslriségének x komponense a véletlenszerti mozgasu ideélis gazban
Jox=pN<qvx>.

A nyomas kinetikus értelmezésénél azt tessziik fel, hogy a gdz molekuléi az edény falaval
rugalmasan titkozhetnek, és az litk6zéseknél fellépd atlagos impulzusvaltozasbol szamitjuk
ki a nyomast. Az edény x tengelyre merdleges falanal a becsap6do részecskékbdl eredd

impulzus-aramsiiriség x komponense:

JpXZ(pN/2)<mVx2>. Itt azért osztottunk 2-vel, mert csak a molekuldk fele megy a fal felé.
Egyetlen {itkozésnél a becsapodo részecske impulzusanak x komponense a rugalmas
iitk6zés miatt éppen eldjelet valt, s igy az impulzusvaltozdsnal meg szoroznunk kell 2-vel.

Az impulzustételbdl kapjuk a gaznak a falra gyakorolt nyomésara, hogy
p=2Jpx=px<mv,">=(Na/V) (m/M)kT

amibdl adodik a gaztorvény: pV=nRT,

ahol n a molszam.

A transzportfolyamatok szamitasdhoz a nemstaciondrius (nemegyensulyi) sokasagok

statisztikus mechanikajat kell hasznalni, ez az egzaktabb elmélet.

A transzportfolyamatok elemi kinetikus leirdsdhoz szamos kozelito feltételt tesziink.
Mindenekel6tt bevezetjiik a <v> atlagsebességet. Itt mar nem tekinthetiink el a
gazmolekulak kozotti litkozésektol, sot, ezek az litkozések végzik a transzportot, szallitjak
a megfeleld extenziv mennyiségeket. Az iitkozések véletlenszeriien kovetik egymast, két
iitkozés kozotti atlagos szabad 1d6t t-val jeldljiik, a két iitkozés k6zott megtett atlagos utat
atlagos szabad uthossznak nevezziik, és 1-lel jeloljiik.



Ezek kiszamitdsahoz tételezziik fel, hogy a molekulak r sugaru gdmbdk, és csak egy
molekulat nézziink mozgésaban, a tobbit allonak tételezziik fel. A molekula t id6 alatt
atlagosan <v>t utat tesz meg. K6zben annyiszor iitkdzik, amennyi molekula van egy 4r’n
alapteriiletli, <v>t magassagu, az litkozéseknél zegzugosan tort csOben. Az atlagos szabad
id6 tehat az iitkozések kozott: T=t/(pn4r’m <v>t). Azzal, hogy a tobbi molekulat allonak
tételeztiik fel, hibat kovettiink el, a nevezSben e hiba korrrigalasakor bején még egy V2-es
szorz6. Tehat t=1/(px4V2 ¢p<v>), ahol py a részecskeszamsiiriiség, ami a gaz
allapotegyenletébdl: pn=p/kT, ¢ pedig a hatdskeresztmetszet. Az atlagos szabad uthossz
ebbbl: I=<v>1=1/(px4V2 d).

A linearis hovezetési torvény kinetikus levezetése.

Hovezetésnél a belsd energia transzportja torténik. Tegytik fel, hogy a hdmérséklet csak x-
tol fiigg. A belsO energia gazban a molekuldk kinetikus energiajanak osszege. Jeloljiik egy
molekula kinetikus energiajat e-vel, ¢és tegyiik fel, hogy a transzportot a gazrészecskék
iitkozése hozza létre. A hdmérsékleteloszlas miatt most x-nél van egy atlagos e, ezt
jeldljik e(x)-szel. Egy nagyon leegyszerlsitett képben az torténik, hogy az x irdnyban
mozgd molekula az {itk6zésnél leadja a f616s (excess) energidjat, és felveszi az adott x
értéknek megfeleld atlagos értéket, tehat ugy tekinthetjiik, mintha a molekulak ezt a f616s
energiat szallitanak csak. A f6los energia pedig abbol adddik, hogy az el6z6 titkozésnél
felvette az ottani (x-1)-hez tartozo e értéket, tehat a f616s energia: e(x-1)-e(x)= -10e/0x.

Kovetkezd kozelitésként feltessziik, hogy a molekuldk harmada mozog az x tengely
iranyaban ¢és atlagosan <v> sebességgel. Ezért az altaluk szallitott belsé energia, a bels6
energia aramstrlisége (x iranyban torténik a hétranszport):

Jx=-(1/3) pn l0e/Ox<v>

Mivel az ekviparticio tétele szerint e=fkT/2, ahol f a molekula belsé szabadséagi foka,
egyatomosra =3, kiadodik tehat a Fourier-féle hovezetési torvény:

J,=-LOT/dx,
A=(1/3) kI px<v>=(1/(12V2))k<v>/d,

ahol k a Boltzmann-konstans, | az atlagos szabad uthossz, py a részecskeszamstiriiség, <v>
az atlagsebesség, ¢ pedig a molekula hatdskeresztmetszete.



